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理工 类 各 学 科 高 年 级 的 本 科 生 以 及 低 年 级 研究 生 ， 都 对 数学 的 哪些 东西 
对 他 们 的 将 来 有 用 和 他 们 将 来 应 该 掌握 数学 的 哪些 内 容 充满 了 好 奇 ， 这 也 是 
我 以 前 作为 学 生 时 最 为 困惑 的 ， 因 此 ， 与 其 向 他 们 介绍 一 些 知识 ， 不 如 向 他 
们 介绍 这 方面 知识 的 一 些 轮廓 ， 让 他 们 自己 决定 学 些 什 么 .小 波 从 20 世纪 
80 年 代 形 成 理论 体系 以 来 ， 一 路 突飞猛进 ; 国内 90 年 代 初 开始 引进 小 波 ， 
经 过 数 年 时 间 各 大 学 就 从 无 到 有 ， 到 今天 各 个 重点 大 学 不 但 在 数学 学 科 有 很 
多 小 波 方面 的 人 才 ， 在 许多 其 他 学 科 同 样 如 此 ， 小 波 是 近 30 年 创造 就 业 机 
会 最 多 的 学 科 . 

在 我 公派 去 法 国 读 博士 学 习 小 波 之 前 的 1990 年 ， 当 时 武大 的 校长 齐 民 
友 老 先生 对 我 说 国外 新 发 明了 一 门 学 科 ， 就 连 计 算 机 都 不 好 计算 的 Hilbert 
和 矩阵 也 可 以 很 好 计算 了 ; 徐 超 江 教授 对 我 说 ，IMeyer 在 美国 报告 这 方面 的 工 
作 时 教室 里 坐 满 了 包括 众多 企业 家 在 内 的 各 方面 人 士 ， 那 时 候 我 不 知道 小 波 
是 什么 ， 小 波 好 像 离 我 们 的 生活 很 远 ， 但 今天 ， 早 上 去 上 班 坐 的 公交 车 或 者 
开 的 私家 车 ， 很 可 能 就 是 卫星 导航 的 ， 而 这 个 导航 系统 很 可 能 就 是 利用 小 波 
开发 出 来 的 ; 打开 电视 或 者 上 网 ， 里 面 的 图 像 或 者 信号 就 是 利用 小 波 处 理 过 
的 ; 就 连 我 们 随身 携带 的 手机 ， 它 的 制式 也 可 能 是 利用 小 波 制 定 的 ， 大 家 知 
道 ， 为 了 避免 假币 ， 每 种 纸币 都 有 水 印 ; 很 多 其 他 的 防伪 标志 也 使 用 水 印 ， 
其 中 小 波 处 理 的 合适 的 水 印 被 众多 企业 所 推崇 .不 过 水 印 的 工艺 过 于 复杂 也 
会 带 来 麻烦 ， 前 一 段 时 间 新 版 的 美元 就 因为 水 印 工艺 过 于 复杂 导致 几 百 亿美 
元 无 法 发 行 ， 还 有 小 波 对 手写 文字 的 识别 的 应 用 ， 如 将 一 份 手稿 用 扫描 仪 扫 
描 一 下 ， 计 算 机 就 能 八 九 不 离 十 地 识别 这 些 文字 和 记号 ， 从 上 可 以 看 出 ，30 
年 前 与 我 们 的 生活 几乎 毫 无 关系 的 一 门 数学 学 科 ， 今 天 几乎 无 时 无 刻 不 与 我 
们 每 个 人 的 生活 直接 或 间接 地 息息相关 . 

从 数学 理论 上 来 说 ， 小 波 来 源 于 调和 分 析 ; 小 波 的 发 展 又 促进 了 调和 分 
析 的 进一步 发 展 ， 新 的 学 科 要 有 老 的 知识 才 有 基础 ， 老 的 知识 因为 新 的 内 容 
才 有 活力 .调和 分 析 的 合适 的 离散 和 精确 化 实 方法 是 调和 分 析 快 速 发 展 及 在 
其 他 学 科 得 到 广泛 应 用 的 主要 原因 之 一 ， 本 书 力图 在 新 老 学 科 之 间架 起 一 座 
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桥 ， 着 重 阐述 小 波 如 何 适 应 了 这 一 特征 .可 以 说 调和 分 析 和 小 波 均 是 由 天 才 
们 创立 的 学 科 .，1822 年 Fourier 发 表 了 他 的 名 著 《 热 的 解析 理论 》， 自 此 我 
WAT Fourier 级 数 、Fourier 积分 等 概念 ， 总 之 有 了 调和 分 析 ， 在 数学 中 
调和 分 析 一 直 充 满 活 力 地 向 前 发 展 ， 对 数学 以 及 其 他 学 科 产 生 了 越 来 越 大 的 
影响 ; 特别 是 近 30 年 来 小 波 分 析 的 突飞猛进 的 发 展 吸 引 了 不 同学 科 的 人 对 
它 的 注意 .这 使 得 向 理工 类 各 学 科 高 年 级 的 本 科 生 以 及 研究 生 介绍 这 方面 的 
知识 成 为 必要 ， 本 教材 试图 讲述 调和 分 析 怎 样 为 小 波 提供 理论 依据 ， 小 波 反 
过 来 怎样 促进 调和 分 析 的 发 展 ， 小 波 为 什么 会 成 为 数学 发 展 最 快 的 学 科 ， 也 
即 众多 科学 领域 发 展 最 快 的 学 科 之 一 ， 我 们 将 调和 分 析 和 小 波 串 起 来 讲 ， 从 
小 波 的 理论 原理 出 发 来 简单 明了 地 讲述 一 些 入 门 知识 ， 本 教材 的 讲义 已 经 很 
多 次 在 给 高 年 级 本 科 生 和 低 年 级 研究 生 开 的 课程 中 讲授 过 了 . 

提 到 调和 分 析 和 小 波 ， 这 里 简单 介绍 一 下 Fourier 和 Meyer 的 一 些 情况 . 

Fourier 不 是 一 位 职业 数学 家 ， 但 物理 学 家 James Clark Maxwell 称赞 
Fourier 分 析 是 一 部 伟大 的 史诗 Fourier 全 名 是 Jean Baptiste Joseph Fourier, 
他 生 于 1768 年 法 国 的 Auxerre i; 9 £36, 10 AZ ERE; 但 仍 继续 上 学 ， 
并 于 1780 年 进入 Auxerre 皇家 军校 学 习 ，13 岁 时 ， 他 对 数学 十 分 着 迷 ， 常 
研究 数学 问题 到 深夜 ， 法 国 革命 爆发 后 ， 他 于 1793 年 参加 Auxerre 革命 委 
员 会 ，1795 年 先后 两 次 被 捕 ; 法 国 革命 结束 后 ， 他 先 到 巴黎 教书 ， 后 随 
Napoleon 到 埃及 并 成 为 埃及 研究 院 长 期 负责 人 ， 写 有 一 本 关于 埃及 的 书 . 
1802 年 他 回 到 法 国 ，Napoleon 任命 他 为 巴黎 警察 局 高 级 官员 长 达 14 年 ; 因 
行政 工作 出 色 ， 在 政界 享有 很 高 威望 但 这 并 没有 使 他 放弃 研究 数学 的 兴 
趣 ， 早 在 1807 年 他 就 开始 研究 Fourier 分 析 的 核心 内 容 ，1817 年 他 被 选 入 
法 国 科 学 院 . 

Meyer 生 于 1939 年 7 月 19 日 ，1986 年 11 月 4 日 当选 法 国 科学 院 通 信 
院士 ，1993 年 11 月 15 日 当选 院士 ， 据 他 的 博士 生 导 师 巴 黎 十 一 大 前 校长 
Jean Pierre Kahane 院士 介绍 ，Meyer 当初 拜访 他 并 想 做 他 的 博士 生 时 ， 手 
里 拿 着 一 秋 厚 厚 的 论文 ; 看 过 后 ，Jean Pierre Kahane 还 将 这 一 本 书 厚 的 论 
文 推荐 到 法 国 数学 会 的 Asterique LÈR. 后 来 ，Meyer 本 想 证 明 我 们 现在 
意义 下 的 经 典 小 波 并 不 存在 ， 但 出 乎 意料 地 找到 了 许多 源 于 Littlewood- 
Paley 分 析 的 小 波 ， 那 是 第 一 次 小 波 被 大 量 发 现 的 时 期 . 他 和 Coifman 教授 
长 期 对 Calderón-Zygmund 算 子 的 研究 和 其 他 研究 者 的 工作 为 小 波 的 发 展 准 
备 了 充分 的 理论 基础 ， 由 于 在 数学 理论 和 应 用 上 的 杰出 成 就 ， 在 2010 年 数 
学 家 大 会 上 ，Meyer 获得 了 Gauss €. 

现在 来 说 说 什么 是 小 波 ， 我 们 知道 ， 在 数学 上 小 波 不 但 革新 了 函数 空间 


x + X 


的 研究 ， 还 可 以 计算 矩阵 ;由 于 它 很 好 地 适应 了 分 布 与 算 子 的 特征 ， 小 波 在 
数学 的 各 个 学 科 得 到 广泛 的 应 用 ， 不 但 学 数学 的 人 关注 它 ， 许 多 企业 知名 人 
士 和 科研 人 员 也 对 它 高 度 重 视 ，1991 年 在 我 到 法 国 Meyer 教授 名 下 攻读 博 
士 之 前 ， 那 时 在 国内 大 概 只 有 邓 东 些 教 授 和 中 科 院 的 龙 瑞 麟 等 在 一 起 讨论 邓 
老师 从 美国 带 回来 的 Meyer 的 一 个 讲义 ， 这 里 顺便 提 一 下 ， 齐 民 友 老 师 高 
脆 远 瞩 地 于 1992 年 在 武汉 大 学 召开 了 小 波 方向 的 国际 会 议 ， 那 可 能 是 我 所 
知道 的 国内 最 早 的 小 波 会 议 ，20 世纪 90 年 代 ， 小 波 的 发 展 如 火 如 茜 . 

1910 年 就 出 现 了 Haar 小 波 ， 但 小 波 这 个 词 是 一 些 做 工程 应 用 的 科研 人 
员 在 20 世纪 80 年 代 后 期 命名 的 ， 不 过， 小 波 的 严格 数学 基础 却 与 Meyer 
和 Coifman 长 期 对 Calderon-Zygmund 算 子 的 研究 有 关 ; 做 工程 应 用 的 科研 
人 员 采 用 了 一 些 在 计算 机 上 很 成 功 的 算法 ,但 他 们 只 能 每 次 在 计算 机 上 验证 
以 后 才 知 道 他 们 的 算法 是 否 成 功 ， 在 数学 上 根本 无 法 站 住 脚 ， 因 此 他 们 邀请 
Meyer 等 数学 家 合作 ， 希 望 从 数学 理论 上 得 到 支持 ， 以 避免 每 次 在 判断 数据 
时 不 得 不 在 计算 机 上 进行 大 量 复 杂 的 计算 .生活 中 ,石油 与 我 们 紧密 地 联系 
在 一 起 ， 在 寻找 石油 时 会 产生 大 量 的 钻探 数据 ， 面 对 大 量 的 石油 探测 数据 ， 
到 底 哪些 数据 代表 着 有 石油 ? 有 了 从 数学 上 提供 的 理论 基础 ， 问 题 就 明朗 化 
T. 自 小 波 这 门 学 科 出 现 以 来 ， 二 十 多 年 过 去 了 ， 国 内 已 有 很 多 大 学 的 很 多 
院 系 招收 小 波 方向 的 博士 ， 有 关 小 波 的 文献 星 爆炸 性 增长 ， 小 波 的 各 种 新 概 
念 不 断 出 现 ， 我 也 只 能 有 时 间 读 到 其 中 很 少 的 一 部 分 . 

但 我 记得 刚 到 法 国 时 人 们 问 得 最 多 的 问题 是 小 波 到 底 是 什么 ， 小 波 的 名 
字 有 一 大 串 ，Haar 小 波 ，Str56mberg 小 波 ，Daubechies 小 波 ，Meyer 小 波 ， 
Shannon 小 波 ，Meorlet 小 波 ，Battle Lemarié 小 波 ， 等 等 ， 它 们 的 名 字 实 在 
太 多 ， 这 里 我 无 法 一 一 列举 .通常 的 平移 展 缩小 波 按 性 质 不 同 有 正 交 小 波 、 
样 条 小 波 、 双 正 交 小 波 、 小 波 框架 等 ， 各 种 非 平移 展 缩小 波 有 Malvar 小 波 、 
小 波 包 、 痊 波 、 曲 波 等 ， 小 波 按 进 制 的 不 同 有 二 进 小 波 、 多 小 波 等 ， 我 们 不 
但 可 以 考虑 欧 氏 空间 上 的 小 波 ， 还 可 以 考虑 群 上 的 小 波 …… 

小 波 在 数学 上 有 广泛 的 应 用 ， 如 在 函数 空间 、 算 子 理论 、 概 率 统计 、 微 
分 方程 以 及 分 形 等 方面 都 有 其 应 用 ， 在 量子 力学 、 非 线性 问题 方面 也 有 其 应 
FH. 最近 我 们 还 使 用 小 波 完全 替代 了 容量 的 概念 ， 

小 波 还 广泛 应 用 于 数值 计算 中 ， 如 地 震 预报 、 副 近 论 、 微 分 方程 的 数值 
解 等 中 的 应 用 ; 在 信号 处 理 、 图 像 处 理 、 语 音 合成 、 文 字 识 别 、 密 码 学 、 神 
经 网 络 等 方面 也 用 到 小 波 ， 在 遥感 影像 方面 ， 李 德 仁 院 士 用 小 波 建立 的 数字 
地 球 成 为 2010 年 武大 的 10 件 大 事 之 一 .我 们 前 面 提 到 的 数字 水 印 ， 还 有 日 
常生 活 中 遇 到 的 股票 和 多 媒体 ， 其 至 平时 离 不 开 的 手机 都 可 能 涉及 小 波 . 
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在 具体 介绍 小 波 之 前 ， 本 书 着 重 阐述 如 何 离 散 化 所 研究 的 对 象 ， 穿 插 讲 
述 这 些 离散 化 与 小 波 之 间 的 关系 .我 们 试图 将 小 波 看 成 一 种 合理 的 离散 化 结 
FJ. 有 人 感慨 小 波 发 展 的 黄金 时 代 过 去 了 ， 然 而 每 年 仍 有 无 数 的 小 波 方面 的 
文章 出 现 ， 关 于 小 波 的 网 站 也 数 不 清 ， 不 过 现在 小 波 在 理论 上 问答 一 些 新 的 
离散 化 现象 进展 不 够 ， 但 在 纯 数学 方面 ， 近 几 十 年 研究 很 热 的 乘 子 空间 、 
Morrey 空 间 、 量 子 力 学 等 ， 也 在 用 小 波 进行 很 好 的 研究 ; 在 此 教材 定稿 的 
过 程 中 ， 就 有 这 方面 大 量 的 研究 成 果 . 

为 什么 需要 小 波 ? 这 里 简单 介绍 一 下 20 世纪 90 年 代 前 小 波 的 一 段 发 展 
JE. Fourier 分 析 的 思想 和 方法 不 但 催生 了 调和 分 析 及 相关 数学 理论 ， 还 
一 直 是 数学 发 展 的 主要 力量 之 一 ; 不 但 在 数学 上 应 用 广泛 ， 在 物理 和 工程 学 
科 中 应 用 也 相当 广泛 ;还 被 广泛 用 于 线性 规划 、 大 地 测量 、 电 话 、 收 音 机 、 
X 射线 等 难以 计数 的 科学 计算 和 仪器 中 ， 是 基础 科学 和 应 用 科学 研究 开发 的 
系统 平台 ， 不 过 ，Fourier 变换 反映 的 是 全 部 时 间 下 的 整体 频 域 特征 ， 不 能 
提供 任何 局 部 时 间 段 上 的 频率 信息 ;Fourier 分 析 只 有 频率 的 局 部 性 ， 没 有 
空间 位 置 的 局 部 性 ， 我 们 不 知道 瞬间 的 信息 ， 它 甚至 不 能 保持 L? TRE iX 
影响 了 它 的 应 用 .这 促使 Haar 用 后 来 称 为 Haar 小 波 的 基 来 研究 函数 ， 经 
过 Haar 小 波 变换 后 ， 能 保持 1,7 范 数 ， 最 近 的 研究 成 果 表 明 还 能 保持 许多 
其 他 函数 空间 的 范 数 . Haar 于 1910 年 发 现 的 这 组 基 成 了 小 波 的 第 一 个 基 ， 
不 过 Haar 系 缺 乏 正 则 性 ， 在 Fourier 变量 上 的 局 部 化 很 差 ， 没有 引起 足够 
的 重视 . 但 是 这 方面 的 努力 一 直 在 继续 . 1938 年 ，Littlewood-Paley 对 
Fourier 级 数 建立 了 Littlewood-Paley 分 析 ， 即 按 二 进 频 率 成 分 分 组 ; 但 这 
种 分 组 不 是 在 固定 的 基 上 ，1946 Æ, Gabor 提出 了 著名 的 Gabor 变换 ， 后 
又 发 展 成 短 时 Fourier 变换 ，1965 4E Calderón 发 现 了 再 生 公 式 ， 它 的 离散 
形式 已 接近 小 波 展开 ， 只 是 还 无 法 得 到 正 交 系 的 结论 ， 在 研究 Hardy 空间 
的 过 程 中 ，R.。，Coifman 和 G. Weiss 创立 了 原子 和 分 子 学 说 ; RRRA 
说 ，Coifman 和 Meyer 持续 对 Calderón-Zygmund 算 子 的 研究 为 后 来 小 波 的 
发 展 葛 定 了 很 好 的 数学 理论 基础 . 

1981 4£, Strömberg 对 Haar 系 进 行 了 改进 ,使 其 具备 正则 性 ， 
Strómberg 是 构造 出 正则 小 波 的 第 一 人 ，1982 年 Battle 在 构造 量子 场 论 中 
采用 了 类 似 于 Calderón 再 生 公 式 的 展开 形式 . J. S. Lienard 和 X. Rodet 
在 涉及 声音 信号 〈 语 音 和 音乐 ) 的 数值 处 理 中 也 出 现 了 小 波 的 影子 ， 但 小 波 
这 个 词 第 一 次 出 现 是 在 1984 年 由 地 球 物理 学 家 J. Morlet 提出 的 . J. Morlet 
在 分 析 地 震 数据 时 提出 将 地 震波 按 一 个 确定 函数 的 伸缩 平移 系 展开 ， 随 后 他 
与 A. Groossmann 共同 研究 ， 发 展 了 连续 小 波 变换 的 几何 体系 ， 由 此 可 以 
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将 一 个 信号 分 解 成 对 空间 和 尺度 的 贡献 .1985 4E, Y. Meyer Hi A. Gross- 
mann 5j I. Daubechies 共同 进行 研究 ， 选 取 连 续 小 波 空间 的 一 个 连续 子 集 ， 
得 到 了 一 组 称 为 小 波 框架 的 离散 小 波 基 .， 随 后 人 们 试图 寻找 一 组 离散 的 正 交 
3, Y. Meyer 试图 证 明 不 存在 时 频 域 都 具有 一 定 正则 性 的 正 交 小 波 基 ; 但 
是 1986 年 他 在 研究 Littlewood-Paley 分 析 时 却 发 现 了 Fourier 变换 具有 紧 支 
集 的 无 穷 光滑 函数 ， 正 交 小波 第 一 次 成 批 构造 出 来 ， 后 来 Lemarié 和 Battle 
又 分 别 独立 构造 了 具有 指数 衰减 的 小 波 . 

但 标志 小 波 成 为 一 个 独立 的 理论 的 最 重要 概念 之 一 的 是 把 理论 和 应 用 紧 
密 结 合 起 来 的 多 分 辩 率 分 析 . 1983 Æ, P. J. Burt f E. A. Adelson 在 数 
值 计算 上 提出 了 一 个 金字 塔 算法 ,但 工程 师 们 只 知道 在 应 用 上 很 有 效 ， 不 知 
道 从 理论 上 找到 有 效 的 原因 ; Meyer 和 Mallat 的 算法 做 到 了 这 一 点 ， 并 且 
成 为 后 来 小 波 构造 的 理论 基础 ， Mallat 曾 是 Ecole Polytechnique 大 学 的 学 
生 ， 当 时 Meyer 是 该 校 数学 教授 ; 后 来 Mallat 成 为 Philadelphia Pennsylva- 
nia 大 学 的 博士 研究 生 ， 研 究 计算 机 视觉 ， 一 次 偶然 的 机 会 ， 年 仅 25 岁 的 他 
从 一 个 朋友 那里 得 知 Meyer 关于 小 波 分 析 的 思想 ， 尤 其 是 正 交 小 波 基 的 工 
作 ， 并 阅读 了 Meyer 的 论文 ， 当 时 Mallat 认为 Meyer 的 方法 与 他 本 人 的 方 
法 有 些 相似 ， 并 可 用 于 图 像 处 理 ， 但 有 些 困难 需要 克服 .1986 年 秋 ，Mallat 
多 次 电话 求 见 正在 美国 教授 小 波 分 析 的 Meyer， 后 来 ，Meyer 和 Mallat 在 
美国 芝加哥 大 学 见面 ， 两 人 充分 交换 意见 ， 共 同 研究 问题 难点 的 关键 所 在 . 
在 三 天 时 间 里 ， 他 们 解决 了 所 有 问题 ， 宜 告 多 分 状 率 分 析 正 式 形成 ， 这 一 想 
法 不 但 统一 了 较 长 时 间 的 小 波 基 的 构造 理论 ， 并 且 把 数学 理论 与 数值 应 用 联 
系 起 来 . 

无 限 长 的 小 波 在 应 用 中 相当 不 方便 ， 为 了 克服 此 困难 ，Daubechies 院士 
利用 多 分 辩 率 发 现 了 紧 支 集 的 小 波 ，Daubechies 是 比利时 人 ， 从 小 就 想 成 为 
一 名 数学 物理 学 家 ， 在 法 国 读 博士 时 与 Grossmann 共 过 事 . Daubechies 小 
波 不 能 用 解析 公式 给 出 ， 是 通过 和 迭代 方法 产生 的 ;但 证 明 Daubechies 小 波 
成 为 正 交 基 运 用 的 方法 是 利用 多 分 辨 率 分 析 导 致 滤波 函数 ， 另 外 ， 崔 锦 泰 、 
王建 中 等 对 小 波 框架 的 研究 和 在 应 用 中 广泛 采用 的 样 条 小 波 的 发 现 ， 以 及 
A. Cohen 和 Daubechies 提 出 的 双 正 交 小 波 的 概念 ， 均 大 大 地 推进 了 小 波 理 
论 的 发 展 . 

20 世纪 80 年 代 后 期 和 90 年代， 小 波 的 各 种 概念 如 雨 后 春 算 般 地 冒 出 
来 ， 小 波 分 析 是 泛 函 分 析 、 调 和 分 析 、 时 频 分 析 、 数 值 分 析 、 逼 近 论 和 广义 
函数 等 完美 结合 的 产物 ， 各 种 不 同 问题 的 需要 ， 使 得 尺度 函数 、 镜 像 滤波 器 
要 求 具 有 各 种 特殊 的 性 质 ， 通 常 小 波 具 有 各 向 同性 而 Donoho 和 Coifman 提 
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出 的 峭 波 和 曲 波 具有 各 向 异性 .这 些 催生 了 各 种 不 同类 型 算法 ， 从 小 波 的 理 
论 、 算 法 和 历史 可 以 看 到 小 波 的 发 展 是 实际 需要 催生 的 .离散 的 方法 涉及 数 
学 和 应 用 的 本 质 ， 几 乎 各 学 科 都 使 用 ， 小 波 独特 的 离散 观点 〈 消 失 失 、 正 则 
性 、 局 部 性 等 ) 提供 的 自由 度 为 我 们 处 理 各 种 理论 和 应 用 的 对 象 提 供 了 许多 
选择 .粗略 地 说 ， 小 波 的 局 部 性 可 以 让 我 们 局 部 地 研究 对 象 ， 小波 的 消失 和 矩 
性 质 可 以 让 我 们 探测 光滑 性 和 奇异 程度 ;小 波 的 正则 性 则 保证 我 们 能 从 经 过 
小 波 处 理 的 数据 回 到 原 有 的 正则 性 .数据 获取 ， 预 处 理 ， 特 征 提 出 和 分 类 ， 
小 波 的 这 些 工作 就 像 是 翻译 函数 各 种 性 质 的 字典 ， 随 着 问题 的 需要 ， 还 会 有 
新 的 各 种 观点 出 现 ， 小波 分 析 的 出 现 是 不 同学 科 、 不 同 领域 的 交流 与 学 科 交 
叉 发 展 的 结果 . 

小 波 理论 发 展 之 初 ， 最 好 地 针对 了 Fourier 变换 环形 结构 特征 ， 很 好 地 
解决 了 许多 困扰 人 们 的 问题 .现实 生活 中 对 象 的 结构 各 种 各 样 ， 如 果 小 波 的 
目的 旨 在 提供 与 研究 问题 相 适应 的 合理 离散 框架 ， 那 么 小 波 无 论 在 应 用 上 还 
是 在 理论 上 都 将 取得 越 来 越 大 的 成 功 ， 我 们 了 解 本 科学 生 所 开 的 所 有 课程 ， 
为 了 照顾 各 方面 的 读者 ， 我 们 尽 可 能 叙述 一 些 较 特殊 的 情形 来 避 开 各 种 术 
iB: 然后 在 每 章 最 后 一 节 的 注释 中 解释 如 何 过 渡 到 一 般 情形 ， 在 介绍 调和 分 
析 的 过 程 中 我 们 有 意 避 开 了 那些 抽象 的 数学 术语 ， 尽 可 能 介绍 一 些 看 得 见 的 
对 象 . l 

Texas A&M 大 学 逼近 论 中 心 主任 崔 锦 泰 院士 认为 ， 小 波 是 一 种 具有 非 
常 丰富 的 数学 内 容 ， 且 对 应 用 有 巨大 潜力 的 多 方面 实用 的 工具 .本 书 调和 分 
析 方 面 的 选材 和 内 容 讲 授 尽 量 与 小 波 的 方法 进行 比较 来 说 明 小 波 的 方法 与 以 
前 方法 的 不 同和 优越 性 ， 由 此 来 曾 述 小 波 的 发 展 方向 ， 调 和 分 析 经 历 了 两 百 
多 年 的 发 展 ， 小 波 是 最 近 二 三 十 年 发 展 最 快 的 学 科 ， 本 书 只 选取 其 中 部 分 内 
容 ， 依 据 课程 的 进度 来 进行 介绍 ; 学 习 数 学 也 许 只 需要 老师 讲 一 点 轮廓 性 的 
东西 ， 对 它 有 一 点 基本 印象 ， 以 后 可 以 自己 按照 所 研究 方向 有 针对 性 地 自 
学 .这 些 内 容 主 要 是 : 

第 一 部 分 为 实 分 析 、 调 和 分 析 和 分 布 理论 的 基础 知识 ， 包 括 前 三 章 ， 第 
二 部 分 为 小 波及 其 应 用 ， 这 为 后 三 章 . 

第 一 章 介绍 实 分 析 的 基本 内 容 ， 即 连续 函数 空间 与 Lebesgue 空间 ， 
Young 不 等 式 ，H6lder FÆR, Minkowski 不 等 式 ， 函 数 的 卷 积 与 光滑 通 
近 等 ， 它 们 是 小 波 理论 的 必 备 理论 基础 ， 读 者 可 以 类 比 多 分 辩 率 分 析 和 光滑 
逼近 之 间 的 关系 ， 从 而 更 好 地 理解 小 波 的 本 质 和 将 来 的 发 展 趋势 . 

第 二 章 介 绍 调和 分 析 的 基础 ， 即 Fourier 分 析 和 调和 函数 边 值 ， 它 们 包 
括 Fourier 变换 的 逆 定 理 ， 乘 法 公式 ，Parseval FA, HAT, ARH 
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平均 值 性 质 与 调和 函数 的 关系 ， 极 值 原 理 ; 调和 函数 的 边 值 与 Poisson 积分 
的 关系 . 

第 三 章 介绍 20 世纪 50 年 代 由 Schwartz 建立 的 被 称 为 现代 分 析 基 石 的 
内 容 ， 即 实验 函数 空间 及 其 基本 性 质 ， 基 于 对 偶 的 分 布 理 论 ， 分 布 元 素 的 构 
成 ， 支 集 ， 微 分 ，Fourier 变换 ; 分 布 的 单位 逼近 和 Littlewood-Paley 分 解 
及 通常 的 有 条 件 基 的 函数 空间 的 分 类 . 

第 四 章 介绍 经 典 的 小 波 理 论 ， 即 多 分 辩 率 分 析 ， 尺 度 函 数 和 滤波 函数 ， 
同 余 与 Cohen 条 件 ， 小 波 基 ， 小 波 的 进一步 发 展 . 

第 五 章 介 绍 其 他 的 小 波 ， 即 区 间 上 的 小 波 ， 周 期 小 波 ， 折 区 小 波 ; 
Marlval 小 波 ， 钟 形 函数 ， 投 影 算 子 和 投影 空间 上 的 标准 正 交 基 ， 极 性 ， 相 
FH. 

从 数学 理论 的 角度 来 说 ， 小 波 应 用 的 根本 原理 都 是 一 致 的 ， 因 此 本 书 只 
从 全 局 观点 出 发 选取 较 典 型 的 几 点 讲述 ， 安 排 在 第 六 章 ， 类 似 的 应 用 大 家 可 
以 自学 ， 第 六 章 介 绍 了 小 波 的 应 用 原理 ， 即 金字 塔 算法 ， 抽 样 ， 编 码 ， 重 
构 ， 能 观测 局 部 突变 性 等 ;讲述 了 小 波 在 理论 上 和 实际 中 的 几 个 应 用 ， 即 
Besov 空间 ， 小 波 神经 网 络 ， 水 印 技术 等 .没有 像 其 他 小 波 教 材 一 样 详细 介 
绍 信号 处 理 和 图 像 处 理 的 技巧 ， 因 为 这 些 可 从 几乎 所 有 小 波 应 用 的 书 中 找 
到 . 

本 书 的 出 版 得 到 了 教育 部 博士 点 基金 资助 ， 也 得 到 武汉 大 学 部 分 在 任 和 
离 任 校 领导 的 关心 ， 还 得 到 武汉 大 学 出 版 社 及 编辑 的 支持 ， 在 此 对 于 他 们 的 
关心 和 付出 的 辛勤 劳动 表示 诚挚 的 敬意 和 感谢 . 
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连续 函数 空间 与 Lebesgue 空间 


本 章 介绍 几 个 简单 的 由 具体 函数 构成 的 拓扑 空间 一 一 连续 函数 空间 与 
Lebesgue 空间 Le (R”"). 从 其 他 课程 我 们 已 经 知道 了 一 些 拓扑 空间 ， 如 度量 
空间 、 赋 范 空间 、Banach 空间 、Hilbert 空 间 等 , 这 些 抽象 空间 有 一 种 让 人 难 
以 捉摸 的 感觉 ,其实 连续 函数 空间 与 Lebesgue 2518] L^ CR") 就 可 以 构成 这 些 
抽象 空间 的 具体 特例 . 

本 章 的 重点 是 : 几 个 不 等 式 , 怎么 用 “好 ”函数 逼近 “ 差 ” 函 数 , 将 通常 的 
L^ 函数 分 解 成 “好 ”性 质 的 两 部 分 ; 我 们 尽量 使 用 二 进 网 格 , 以 便 与 后 面 的 经 
典 小 波 的 技巧 更 好 地 进行 比较 . Lebesgue 积 分 里 面 的 函数 在 一 个 测度 为 0 的 
集合 上 函数 值 不 同 , 但 代表 同一 函数 . 一 个 “ 差 ” 函 数 难以 捉摸 , 但 “好 ”函数 
则 不 同 ; 我 们 将 用 “好 ”函数 来 逼近 “ 差 ” 函 数 , 这 种 通 近 的 想法 在 很 多 学 科 ， 
理论 上 或 应 用 上 , 都 是 很 关键 的 技巧 . 由 于 大 量 的 应 用 都 是 在 大 于 1 维 的 情 
况 下 , 我 们 一 般 在 高 维 中 表述 我 们 的 结果 , 虽然 这 样 记号 会 复杂 很 多 , RI 
觉得 读者 应 该 适应 高 维 的 记号 . 


1.1 连续 函数 空间 


在 学 习 微 积分 时 ,我们 就 开始 接触 连续 函数 的 概念 ; 但 连续 函数 也 是 一 
种 很 奇怪 的 函数 , 定义 在 区 间 [0,1] 上 的 合理 构造 的 连续 函数 的 像 竞 然 可 以 
充满 一 个 方 体 ， 从 理论 上 来 说 , 这 使 得 我 们 不 得 不 考虑 连续 函数 的 有 逼近 ; 从 
应 用 上 , 我 们 也 无 法 计算 连续 的 函数 ， 同 样 要 考虑 逼近 ,我 们 最 为 熟悉 的 空 
间 莫 过 于 一 致 连续 函数 空间 CR; 即使 是 这 样 的 连续 函数 ， 有 一 些 独特 的 
性 质 却 不 是 我 们 每 个 人 都 了 解 的 . 这 里 将 介绍 对 连续 函数 在 二 进 方 体 上 的 阶 
梯 函 数 逼 近 和 一 阶 多 项 式 函 数 逼 近 . 我 们 之 所 以 挑选 这 两 种 逼近 ,是 因为 后 
面 学习 小 波 时 会 发 现 前 者 与 Haar 小 波 密切 相关 ， 后 者 与 一 阶 样 条 小 波 密切 
相关 . 对 于 任意 的 集合 S, 我 们 约定 xs (x) 为 集合 S 上 的 特征 函数 ,一 致 连续 
函数 空间 是 如 下 定义 的 : 


ME wesesaun 


定义 1.1 {κ fGO € CORO, de X Ve 50, 3820, 使 得 V1y 一 x| 二 6 有 
| foo — fO» | e. 


在 应 用 研究 中 , 我 们 不 能 表示 一 个 连续 取样 的 函数 , 需要 对 函数 进行 抽 
样 逼近 ; 在 理论 上 , 为 了 便于 研究 , 我 们 也 常常 考虑 用 一 些 特殊 的 函数 来 逼 
近 所 研究 的 对 象 . 应 用 上 最 常用 的 是 样 条 允 近 ,这 里 将 介绍 0 阶 样 条 逼近 和 
一 阶 样 条 逼近 . 由 于 经 典 小 波 是 二 进 小 波 , 二 进 方 体 在 现在 的 函数 逼近 中 有 
着 特别 的 价值 . 虽然 本 节 的 结论 可 以 用 非 二 进 方 体 给 出 , 但 后 面 我 们 表述 小 
波 指标 集 时 , 为 了 更 好 地 表述 小 波 的 几何 结构 ， 有 了 时 用 到 二 进 方 体 ; 为 了 让 
读者 尽快 适应 二 进 方 体 的 记号 , 我 们 尽量 用 二 进 方 体 的 语言 叙述 . 二 进 方 体 
的 一 个 差不多 等 价 的 表述 是 所 谓 的 Whitney 分 解 和 树 等 概念 . 这 涉及 很 深 的 
数学 背景 ， 这 里 就 不 介绍 了 , 有 兴趣 的 读者 可 以 从 网 上 搜索 到 大 量 这 类 文章 
和 书籍 . 

我 们 称 C 是 一 个 二 进 方 体 , 如 果 存 在 s E€ ZA p= PrP) ΕΖ’ 
使 得 

C=], p 5X5 (2122n) E R": ViceíL2.n.8 
2p; Sz; SZ OAF p:)); 
令 号 为 所 有 二 进 方 体 组 成 的 集合 . FHE I, p HER 2" A3 e x AR 
示 为 
x,—2^(p-e, 
其 中 eE (0,1). Vie (1,2,…,n}, 我 们 约定 e; 为 第 ; 个 分 量 为 1、 其 余 分 
量 为 0 的 单位 向 量 . 

对 于 任意 二 进 方 体 C=1,,p，, 我 们 先 给 出 表示 线段 、 表 面 等 集合 的 一 些 符 
号 , 以 便 在 其 上 定义 线性 逼近 函数 . 对 于 E 0,2, on), Vijsen x; € 
{2 pj,2 “(1 十 pj))}，Ve € (0,1) ,连接 

x,— (TT »2 Pi αγ tTn) 
和 xe 十 2 ει 的 线段 可 记 为 
Fi 5 ία πέσο TA Y1 E tma): 
2 pi «yi SZA p). 
Vid Ε {1,2ν'»"επὶν iiiz, πεί» jÆiz, z; €(275,,2*Q0-cT5)0), 
Ve€ {0,1)"7, 记 连 接 2? 个 端点 
Xe 5 (ανα γη Pa αγ ο Eai Ῥηνάλῃς ν'''νΖηλν 


x, - Z ei ,Xe 十 2 δν 和 xe 十 2 ^e; 十 2 "ei, 的 面 为 
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F£a,—(x-—Gietuxgu yia, ο ον ο... 
2 °°p; Kyi SKA pi) 2 pi Sy: SFAH p)? 
依 此 类 推 ，V <i <i e€ (0,1) , 定义 连接 2 个 端点 的 体 为 FF,;,,;， 
直到 Εμ. ERINA 2" 个 端点 的 体 C 也 记 为 
Lp ΑΡ F2 
25 ΧΕΡΙ E x m Gio X125 xX1,2 Tl xo m 12,1 2,2271 12,2» 连接 这 
两 点 的 线段 上 的 点 y — Quia tv 可 以 表示 为 
y176(x5,1—2331,42-x4,1» tt) yí7700,,—X1,2) x1," OKOSI; 
用 向 量 表示 就 是 
y—0(x;—xj))--xy, OKL. 
给 定 xa 和 xo 的 函数 值 f(x1) 和 f(x2)， 连接 这 两 点 的 线性 函数 为 
gp — fi HOCS Cx: — {ίαι)), 0x: 0x1. 
对 于 一 致 连续 函数 , 我 们 有 下 面 的 阶梯 函数 逼近 和 一 阶 样 条 函数 逼近 定理 ; 


定理 1.1 任意 给 定 的 f(x) € COR), 那么 Ve 0, 存在 某 个 正 数 8, 我们 


(1) 存在 一 列 互 不 相交 的 测度 等 价 于 6 的 二 进 方 体 C; 和 数列 ;使 
得 | r6 — 3Xfagc|«e 

(1) 存在 一 列 互 不 相交 的 测度 等 价 于 6 的 二 进 方 体 C; 和 分 片 光滑 
的 线性 函数 rc (x) 使 得 | f(x) 一 > rc 00 | e. 


证 明 思 想 ”该 定理 (i ) 的 证 明 先 由 一 致 连续 性 将 R" 分 成 边 长 相等 的 二 
进 方 体 的 并 , 然后 由 方 体 中 心 的 一 个 点 的 值 代替 在 方 体 上 的 值 来 逼近 . 该 定 
HO 的 证 明 先 由 一 致 连续 性 将 κ’ 分 成 边 长 相等 的 二 进 方 体 的 并 , 然后 由 
方 体 的 2 个 顶点 的 值 来 构造 分 片 光滑 的 线性 函数 , 以 此 代替 在 方 体 上 的 值 来 
逼近 . 实际 上 在 我 们 学 习 样 条 小 波 时 , 这 分 别 类 似 于 0 阶 样 条 逼近 和 一 阶 样 

证 CO 由 一 致 连续 性 知 ，Ve > 0, 存在 整数 N, 使 得 V Ix —y| o 
—/n2'^ , 有 | foo — foo sce. 我 们 以 原点 为 某 一 方 体 项 点 ， 以 2- 为 边 
长 等 分 整个 R*， 所 得 二 进 方 体 为 C;, 记 方 体 中 心 为 xi; fi fco. 很 显 
A. Vx € C, 有 | f(x) — filie. 这 样 结论 ( i) 得 证 . 

Ci) 由 一 致 连续 性 知 ，Ve — 0. 存在 整数 N, 使 得 Vx 一 y| 二 6 一 
Υπο. Ν, 有 


D) 调和 分 析 与 小 波 入 门 


| f(x) — fX) <Š 
我 们 以 原点 为 某 一 方 体 项 点， 以 2 为 边 长 等 分 整个 R*"， 所 得 二 进 方 体 为 
C. 下 面 我 们 在 二 进 方 体 C; 上 构造 一 阶 样 条 通 近 . 
实际 上 ,对 于 任意 方 体 C — 1, p 和 给 定 在 此 方 体 上 的 2" 个 端点 x。 的 值 

f(xe) € (0,1)”)， 可 以 构造 整个 方 体 上 的 线性 函数 ， 且 此 线性 函数 的 值 与 
端点 的 函数 值 之 差 很 好 控制 . 先 根 据 端点 的 值 用 线性 函数 定义 在 线段 FT 
Gi € {1,2,…,n}) 上 的 值 ; 对 于 y= 二 xe 十 92 e OKOK, EXA 

gi QD — {αι HOS xet2 ei ) — f(x, 
于 是 

[ες G0 — fio | |fe t 2 er )— flxe) | 

< max| f(x) — fe) l. 
然后 对 于 面 Ff (e € (0,1) ΛΕΝΕ pue xf, x: 2-2 (ein He) 的 
值 为 端点 值 的 平均 值 ， 
gii GO uu -loao 二 f(xet2 en) c f(x, 2 ει) 
T fG, T 2^6; Z76,)), 

利用 中 心 的 值 和 边界 的 值 用 线性 函数 定义 面 Ff ,;, 的 值 a2, 0D (e € 
(0,111), 于 是 

185,4 00 — f(x | 3 max] Fd — flxe)|. 
依 此 类 推 , 直到 给 出 在 整个 二 进 方 体 C 上 的 值 . 记 此 函数 为 rc(Cx), 由 上 面 的 
构造 有 

[cc GO — fixo |< (22 一 1)max| f(x) — flxe)|. 
RER, Vx € C;, 我 们 有 
| fGO 一 rc GO | & | fG0 — fr) | | f(x — ze, (x) | 
< 2; CF Gn — Di max] f(x) — fGQ | 


xe. 
这 样 结论 ( ii ) 得 证 . || 


1.2 Lebesgue 空间 L^(R") (0 < p< oo) 
古典 微 积分 与 近代 实 分 析 的 区 别 之 一 在 于 , 前 者 研究 函数 ,着 重 于 单个 


函数 本 身 的 结构 ， 而 后 者 则 更 进一步 ,把 函数 看 成 “空间 ”的 一 个 元 素 加 以 考 
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EX. 由 函数 的 可 积 性 定义 的 函数 空间 是 实 分 析 的 最 重要 的 研究 对 象 , 在 一 个 
测度 为 0 的 集合 上 取 值 不 同 不 影响 函数 的 可 积 性 . 这 是 因为 定义 Riemann fR 
分 时 所 取 的 分 割 是 在 定义 域 上 做 的 , 而 定义 Lebesgue 积分 的 分 割 是 在 值 域 
上 取 的 . 在 各 种 各 样 的 积分 理论 中 ，Lebesgue 积分 理论 是 最 成 功 的 一 种 . 因 
此 , 用 Lebesgue 积分 直接 定义 的 空间 L’, 便 成 为 实 分 析 研 究 的 第 一 类 最 重 
要 而 又 最 基本 的 函数 空间 . 

对 于 可 测 函 数 f(x)，, 我 们 定义 Lebesgue 空间 LAR") (0 — px: co) 如 下 ， 


定义 1.2 设 0 志 户 委 co 令 
1 
L^ — [atu γι N= (fI 15a)? <eo}, 


0c pco; 
L αὐ) 二 {可 测 函 数 fG0: | £o ο. —ess supl fx) |= 
infía 之 0: (x: | fl» α) 是 零 测 集 } < οὐ). 


我 们 一 般 不 区 分 记号 | f(x)1 和 f(x). 本 节 的 任务 是 证 明 Holder 
不 等 式 与 Minkowski 不 等 式 , 它们 是 整个 L^ 理论 的 基础 , 而 且 也 是 实 分 析 
中 最 常用 的 不 等 式 . 其 中 Holder 不 等 式 的 证 明 依赖 于 Young 不 等 式 . 

首先 我 们 介绍 Young 不 等 式 , 它 可 以 利用 微分 求 极 值 点 的 方法 来 证 明 ， 
在 这 里 我 们 通过 左 连续 函数 围 成 的 面积 大 小 来 证 明 它 .一 个 实 轴 上 的 函数 
ε(α) 左 连续 是 指 从 左边 趋向 于 某 点 时 其 极限 存在 且 等 于 在 该 点 的 函数 值 ， 
即 

lim - Εία)}--ρίπϱ). 


r«urg, IT: 
Wt eO 是 Ri 一 (0,co) A|R —[0, 0o) 的 左 连续 增 ( 即 不 减 ) 函数 , 则 可 以 定义 
φ(0) 的 左 连续 道 函 数 y(s) 为 
yes) =inf{t: pO Ès}. 
令 上 述 两 函数 与 坐标 轴 之 间 围 成 的 区 b 
域 的 面积 函数 分 别 为 


Φίω νο 


t 


V) νο 


具体 见 图 1-1. 
在 上 述 假设 下 , 我 们 有 


D 调和 分 析 与 小 波 入 门 


引 理 1.1 (Young 不 等 式 ) 下面 不 等 式 成 立 : 
ab < (a) + WO), Va,b € R,, (1. D 
且 等 式 成 立 当 且 仅 当 pla) =b 3 9 (0) =a. (1.1) A Young 不 等 式 . 


证 如 果 Φ(α) I Ψ(0) 中 有 一 个 为 oo, 不 等 式 (1. 1) 显然 成 立 . 下 面 考 
IB Φία) 和 更 (6) 全 有 限 的 情形 . 在 图 1-1 中 , Da) 代表 的 是 ;二 0, 10, :一 a 
THE 5--φ(ι) 所 围 成 的 图 形 的 面积 , VO 代表 的 是 1 二 0, s=b At =y) 所 围 
成 的 图 形 的 面积 ; 它们 两 个 的 面积 之 和 总 不 小 于 5 —0, t=0, s=b, t=a ΠΕ 
成 的 矩形 的 面积 ; 若 其 和 等 于 和 矩形 的 面积 ， 当 且 仅 当 p(a) --ὂ Ἐξ yb) =a. 


下 面 我 们 利用 Young 不 等 式 来 证 明 Hólder 不 等 式 , 并 研究 使 得 Holder 
不 等 式 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 . 


定理 1. 2 (Holder FÆR) — i1 pa«oo, p 为 p 的 相伴 数 ， 即 满足 
1,1 
一 =]. 
pP 
(1} deX f € LR") deg € L’ R"), RA fg € LR), 8. 
| [fede |< tlle. a. 


(1} d1«p«oom, 不等式 (1. 2) 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 为 ; 存 
ERR ὁ 165 F(xz)g(Cx) —|fGDgGoDle*, ae, Β. 
Ifl? _ lel” 
[1], Iel’ 
D 3: p—1m8m, 不等式 (1. 2) 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 为 : Jb E 
R, 使 得 


fg=|fllgli~e, ae. 
(jv) 当 p 二 oo 时 , EA EGRE f.g 的 顺序 后 成 立 , 即 不 等 式 (1.2) 中 
等 式 成 立 的 充 要 条 件 为 : 了 b CR, 使 得 
{απ τις igle, ae 
(1. 2) 称 为 Hólder 不 等 式 . 


证 当 p==1,co 时 , 不 等 式 估计 是 平凡 的 . 
3 1 « p« ool], RIEM Young 不 等 式 来 证 明 (1. 2). SpOt, 
Js) 一 s5 ;由 此 而 得 
u P v ΄ 
d) =f p= Po =| pods =. 


第 一 章 ”连续 画 数 空间 与 Lebesgue 空间 « 


4a— LL. 和 5 一 -8| ;运用 Young 不 等 式 , 得 到 
EP lel; 
Ifi [εἰ Ifi? lel? 
x 十 一 ， 8.6. (1. 3) 
Ifl lele Cpi dae ~ 
对 (1. 3) 两 边 积分 , 得 到 
IfI lel «1.1.1 
Iie els pip 
由 此 我 们 得 到 所 需要 的 估计 . 
现在 考虑 (1. 2) 等 号 成 立 的 条 件 .〈1. 2) 等 号 成 立 等 价 地 有 下 面 两 式 成 立 : 
[reges | [Lee Laco Las. ae, (1.4) 
Πο ΤΟ ΟΡ ΤΟ (1. 8) 


其 中 (1. 4) 成 立 等 价 地 有 : 存在 实数 5b, 使 得 
e fgdx=| lfl Lala. 


也 等 价 地 有 
[AFl lel etg dx =0. 
特别 地 ， 
[AFI lgl- Rece”fg))dx =0. 
由 于 恒 有 
If£llgl—ReCe*fg) 30, ae, 
由 积分 为 0 得 到 


Ifllgi-Re(e?fg), a.e. 
由 于 ReCe^fg) < le"fg| xc | fllgl. 因此 
ReCe?fg) = |e^fg|, a.e. 
这 就 是 说 , e"fg 的 虚 部 几乎 处 处 为 零 ， 从 而 
|fllgl=efg, ae 
poo 的 情形 类 似 于 p==1 的 情况 , 此 两 种 情况 的 等 号 成 立 仅 看 p=1 W 
情形 即 可 . 由 于 | Ue ax | fldx lelie 的 等 价 条 件 为 
Ifllgl-ifllel;-. ae., 
这 样 一 来 就 得 到 了 p= 二 1,co 时 (1. D 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 
对 于 1 二 p 二 的 情况 , 注意 在 证 明 Helder 不 等 式 时 , 我 们 用 Young 不 
等 式 得 到 (1. 8), 根据 Young 不 等 式 成 为 等 式 的 充 要 条 件 为 
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Fi (μὴ ae 
lele Mfl l 
可 得 到 (1. 5) 成 立 的 充 要 条 件 为 
| 有 [6ε|7 


一 T> i 
[fits leli? 


于 面 的 Minkowski PÆRMH T 24 1 « p «oo 时 定义 1.2 中 的 量 
| FG |l, 能 够 成 为 Banach 空间 的 范 数 . 


定理 1.3 (Minkowski 不 等 式 ) — ibl pzoo, HM 
IF gl, <Il +lgl Yge LrCR"). (1. 6) 
(1. 6) 称 为 Minkowski RAE AL. 


WE 当 p==1,co 时, (1.6) 显然 成 立 . 现 设 1-— p- oo. 运用 微 积分 知 
识 ,我们 有 下 面 的 不 等 式 : 
lac-b|? «:2^1Cla|? 122), NVa,beC.lxp-«oe. (10.7) 
由 (1.7) 可 知 , 从 fg € L^(ORUO 7H f g € L?O(OUO , 这 也 就 是 说 ， 
|f g|?^? € L” (Qv). 由 于 


[/Ξα1Ρὰκ < fI /ἠ-εἰ’ d/l+ Lab 


« [Lr gl e Lr ix o [16 gl? Ll ax, 
利用 Holder 不 等 式 , 有 
fistel rli e ο. 
«qul e bel oed. 
BEAR T fo εἰ, <, MERIT εἰς LL, + lels " 


下 面 附带 提 一 下 ，Lebesgue 空间 提供 了 数学 中 三 类 抽象 空间 (Hilbert 
空间 、Banach 空间 和 Frechét 空间 ) 的 具体 实例 , 大 家 可 作 了 解 ,不 要 求 掌 握 . 


定义 1.3 ”如果 线性 空间 的 距离 是 平移 不 变 的 完备 距离 ， 则 称 此 线性 空间 为 
Frechét 空间 . 
V f.g € ,定义 内 积 
Ug -μω gGOdx; 


Μροςῤρς ιβ, Vf,g EL, E X iE dG g) —d, (fog) —l elt, 我 
们 有 
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定理 1. 4 ( i ) 对 于 内 积 (。， DM L^(R*) X Hilbert zs. 
Ci) 3 1«pxioonmb, |-|, δε, E.L^CR'O X Banach 空间 . 


空间 . 
1.3 Rf RARA 


L^(R') 中 的 元 素 是 在 R 上 磨 掉 一 个 测度 为 0 的 集合 后 定义 的 , 在 逐 点 
意义 下 , 我 们 根本 就 没 法 讨论 到 近 . 比如 说 
Καὶ =f 如 果 z 为 有 理 数 ， 
1， 如 果 z 为 无 理 数 ， 
这 个 例子 说 明 , 在 任意 一 点 附近 均 可 以 找到 两 组 点 列 , 一 组 使 函数 值 收 敛 为 
1, 另 一 组 使 函数 值 收敛 为 0. 更 为 甚 者 , 我 们 有 下 面 的 例子 : 


Pq» 如 果 r 为 有 理 数 ， απ ΧΒΡΕΝ,, 


a EN, H p,q 的 最 大 公约 数 为 1， 
0, WR r HEAK, 
由 于 f(z) 关 0 的 点 的 集合 为 有 理 数 , 而 全 体 有 理 数 的 集合 的 测度 为 0, 因此 
IAO p —0; 但 是 在 任意 点 附近 均 存在 一 列 点 {zx,) 使 得 f(x.) -> co. 由 此 
"DAL, L^ 中 的 元 素 的 不 可 捉摸 性 . [Ede L^ 中 的 元 素 整体 作 小 的 平移 , 在 范 数 
( 当 1 委 嫁 委 co RMAC < p 过 1 时 ) 意义 下 我 们 却 有 如 下 的 连续 
YE: 


fa) = 


定理 1.5 对 于 0 二 pp 三 00, f(x) E€ L’ (R), 如 果 |y| 一 0, 那么 
| f c» — fool, 0. 


证 明 思 想 将 f(x) 变 成 非 负 实 值 函数 , 对 任意 的 es > ο, 将 非 负 实 值 函 
数 分 解 成 一 个 支 集 在 较 远 的 函数 Γι (κ) 和 支 集 在 紧 集 上 但 取 值 比较 大 的 函数 
Για), 1831 f; GO — f G0 — fi 0 — fGo s 然后 根据 为 (xz) 的 取 值 情况 对 
紧 集 用 最 大 二 进 方 体 蔡 代 ， 对 于 尺寸 较 小 的 归纳 到 fs(x), 得 到 τες) = 
Τ(α) 一 fs GO; 最 后 再 对 T. G0. 用 阶梯 函数 fs(x) 18, 剩 下 的 部 分 为 
fA GO. 其 中 函数 Aa) (i 二 1,2,3,4) 为 本 身 范 数 很 小 的 函数 , 而 对 二 进 方 
体 上 阶梯 函数 的 范 数 差 进行 估计 ， 变 成 对 相应 集合 的 测度 进行 估计 .注意 我 
们 说 的 互 不 相交 是 指 相差 一 个 零 测 集 . 


D 调和 分 析 与 小 波 入 门 


证 ”我们 不 妨 设 f(x) 为 非 负 实 值 函数 ,否则 存在 4 个 非 负 实 值 的 函数 
Ει(χ),βχ(κ)»:ι(Χ)»βε(χ), 使 得 
;ία)--ρι(χ) — go x) 二 i(gs GO — gs OD, 
这 时 定理 的 证 明 转 换 为 讨论 f(x) 为 非 负 实 值 函 数 的 情况 . 
对 于 任意 的 e 2 0, 存在 整数 Ni 和 中 心 在 原点 、 边 长 为 2 的 方 体 C. 
使 得 在 方 体 的 补 集合 C; —R'NC, ΕΒ 


| | fo |^dx < 10e? 
id fiG0 —fGOxyc (x), 有 
[Aa =f. | fœ) | ^dx < 10e, 
SA -- {(α) fi). 
ΥΕΕΝ, QE, —(x € Gi k Sf) « kt 1), W 
DY A+? |E, |<. 
因此 ,存在 整数 Ν., 使 得 对 于 集合 一 UY, EL 
J fonds < 167760. 
id f; G0 — Ε(αλχε(α), 有 
[fa ?dr «107360. 
4 f4G0 =h G0 — fa. 
EISE SEC m 2 101 C, | e. XP OE mN;—1, 4 
Ena -- [s EG 5 « fo) flr) « EL), 
2) (Eme S |C. 对 于 固定 的 ,挑选 Ex 中 的 最 大 二 进 方 体 E41; 


再 在 E, NE, 4; 中 接着 挑选 最 大 二 进 方 体 Ena 由 于 上 面 的 C, 和 Na 

构造 的 有 限 性 , 存在 有 限 的 Na 使 得 上 述 挑选 最 大 二 进 方 体 的 过 程 最 多 持 
RARI N ma 步 ， 就 会 使 得 互 不 相交 的 最 大 二 进 方 体 已 ui 满足 
|Ex4N ,UY, Eas] «1Ο ΛΕΝΕ C, |7| Emal: 

记 Fm = U, Esau. 将 所 有 这 样 的 集合 并 起 来 , 我 们 得 到 E, 一 


WU Fas 记 余下 的 部 分 为 F 一 (Ema\Fmr》， 则 
| F| C 1077c?N;? |C, | 1 Σ) | Ema | 10 ^e? N57. 
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ig fiGO — fGOxg GO , 有 
[fi GO^dx < Na? + 102e? N? =10 te?. 


4 (κ) =F G)— f GO. 
# x E Enei Wf E, 否则 foo --ο. 4 


m 


γι) =F (α) — fs GO, 
则 
fiA ld < (E) 1e I< 10e. 
对 所 有 方 体 Engi IDXETETEXII A 78, WHAKA 2. 以 2 为 边 长 
H Em 分 成 不 相交 二 进 方 体 G,,; 的 并 : Fm -U Gm,j. 选取 
1 
τ. -ià- (1— 35 e*N;7*16,17) ") 


&il yl «255 对 于 边 长 为 2: 的 方 体 Q, 我 们 有 
[QV 4- Q) | 25 — (1—2r)"2" —25 0 — 0.7 2527) 
=4 5N; |C, |7 QI 
和 
[OHONI 45N |C, |^! Ig. 


从 而 
| fs Gc) — fw | 


=|| fs » — fs (x) ?dx 
< b 
xj. | fs GO | ^dx + Σον 


< DIN?’ IG, NG + Gm) |H INS? | O + G,uNG,,,; |. 
j j 


G, 


b 
NOH, D , | fs (x 十 y) | dx 


由 于 
IG, NO GL |K T5 e? N?7* | C, I7 | Gms | 


ΟΙ ΛΕΝΕ | C, I7 1G] 
从 而 


小 调和 分 析 与 小 波 入 门 
| fs Go » — 7ο(α} ls 
ο |C D Gay H457 C | ΣΣ | Gry 
J 了 
<<5 gb, 
因此 | S aH fly « 1e. 
ΤΑ, 对 于 1 过 如 一 co, 有 
Ifa -- » — fool, 

ΠΟ ΑΟ o Mf Go »l; 
ΡΟ ο. o MAGOS πο »l; 
+a- fiel, 

« 2| fi Gol, ΠΟΡΟΣ 1-31 fi Gl; 
πο fly 

κε. 


对 于 0 二 pp 二 1, 有 
| fG 4» — /(α}) |}, 


« | Γι) 12 «ΕΙ fam »l£o- 10660150 lH f2G o »15 
十 下 Ps G015 47 M fs Ge 3-005 7 Mf G0 |} TE MF. Ge 7 05 
+I ty fsGols 
« 2| fi 0015 4-21 £2 G015 H2O H2 6017 
T ο ε(α c» -— fs6ols 
«C237? . 57 Pet. i 
根据 上 面 定理 的 证 明 过 程 , 我 们 可 得 到 
推论 1.1 给 定 f(x) EL? (0 二 p 二 00). YN>1, 存在 两 个 正 数 CN ,CN 
和 函数 fy), 使 得 supp fy GO C ΒΟΟ,Ολ)» {ναί CN AR 
[1560 — f GO Pde < N=. 


我 们 称 f(x) € L? OU), WRS € L^ (QU), 并 且 其 支 集 包 含 在 某 个 
ἘΚ. 称 f(x) € SR), 如 果 对 于 任意 的 NN 二 0,@ EN", 有 
G4 |x|)N|osf |E L™ (Ov). 
这 里 SR) 中 的 函数 具有 很 好 的 光滑 性 和 衰减 性 , 通常 被 称 为 实验 函数 空 
12 
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间 , 并 且 那 些 不 好 性 质 的 函数 经 常 被 SCR") 中 函数 来 通 近 , 这 种 逼近 大 大 地 
方便 了 我 们 进行 研究 . 

下 面 给 出 卷 积 的 定义 . 设 fGO0.gGO 是 定义 在 κ” 上 的 两 个 可 测 函 数 ， 
车 它们 的 乘积 f(x 一 yg(y) Xt a e x E R 是 y € R" 的 可 积 函数 , 则 称 


frg =| fad 
为 f 与 g 的 卷 积 , 且 由 变量 替换 x 一 7 一 了 ,， 我们 有 
fre =| fea ydy. 

利用 上 面 的 定理 和 推论 可 得 到 函数 的 光滑 逼近 定理 : 


定理 1.6 GE lx p«o. VfGO € LCR), 3f,G0 € SCR”), 使 得 
lf, G0 — ία} |» ^ 0. 


A. 
证 sf ce x dx=1 κ 
|x| <1 
_1 
g(x) -k e τα, 如 果 |xj| 委 1， 
0， 其 他 ， 
则 g(x) € ΟΡ (n Β[κα)άκ--]. 


根据 推论 1.1. 不 妨 设 f(x) € LP (OU. £ g, GO -eg(7) 和 Ε,(α) -- 


fx g(x)， 则 很 容易 验证 f, C(x) € SR”). 
实际 上 , 由 于 可 以 把 对 f,(x) 的 微分 转化 为 对 g, G0 的 微分 ,由 绝对 可 


ge f, Go Zo" (x — y) dy 


= 一 -| FONE) Cæ — y) dy. 
由 于 存在 球 B, 使 得 supp f C Bj, 于 是 
supp3axg (e (x— y) Cy+iB(0,1) c By 二 1B(0,1), 
因此 (1 十 |x|)Nasg C(x) € LTR); 另外 f(x) € L? OU), “ΚΒ 
(+ [x DN22f,GO € L”. 
另外 ,由 于 g 的 积分 为 1, 我 们 有 
[15 co — fl Ρὰκ — [| [fæ λεωδὰν-- fo εάν] ax 
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=|| [ge — fG»dy| 7 ἀχ, 
如 果 1 p coo, 令 方 十 力 一 1, 则 由 Holder 不 等 式 , 有 
[| [ue — — fag dy| ἂν 


«(fire — fel loo ?le 17 ay) dx 


2 


ο ο Ομ dy)” ax 


2 
« [Ife — o — £62 ^x ac Hy (lg Lay)? 
P 
< sup [ 1fG — o0 — foo | Pde fleo) dy) . 
因此 
b 
[ενα fon ^x sp LG 90 — £60 M ([ Leo 15)". 


利用 定理 1. 5 得 到 , 24 1 0 A|| F 一 fG0 |^dx -> 0. 


取 f, GO — f1G0 , 我们 得 到 所 需 的 光滑 逼近 的 结论 . a 


注意 EXHI PRO op xL148 p 1 常常 有 不 同 的 性 质 ， 比如 当 
ο «ρςκ ιβ 


(3a)! < E lal. (1. 8) 
但 当 p > 1 时 没有 上 述 性 质 . (1. 8) 的 证 明 可 由 
la-- b|? < la|^ 4 |o]? (1.9) 


通过 归纳 法 得 到 . 在 (1.9) 中 不 妨 设 a 一 1 和 0 b < 1, 这 样 (1. 9) 转化 为 
h(x)=(l 二 x)? —zrt—1<0, YO0<p,z<1. 
函数 的 非 正 性 由 Az) E O S OL A C) — p (0-2) 1 — t3) 4E0— px 

一 1 时 为 负 得 到 . 
由 (1. 8) 可 直接 导出 , 当 0 二 之 1 时 , 对 于 “好 ”性 质 的 函数 φία) 有 
[Daga -dar) «c|[Xlall^lgt — 0 lde. 
这 一 性 质 我 们 后 面 还 会 用 到 .不 过 对 于 一 般 的 f(x) € L^ (0 — 9 0 并 没 
A(S dx) < Cfi tde. 但 是 如 果 f(x) 具有 紧 支 集 ， 那 么 对 于 
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1< poi (| fdr)” < Cfl f ldx. 


1.4 Calderón-Zygmund 分 解 


在 实际 中 , 我 们 经 常 把 函数 分 解 成 “好 ”函数 和 “ 坏 ” 函 数 两 部 分 ,并 分 别 
用 不 同 的 技巧 研究 两 个 不 同 的 部 分 . 鉴于 Calderón-Zygmund 分 解 在 数学 的 
很 多 领域 经 常用 到 ,下 面 简单 讨论 一 下 著名 的 Calderen-Zygmund 分 解 . 为 
适应 不 同 的 需要 ，Calder6n-Zygmund 分 解 的 形式 有 多 种 版 本 和 变 体 ， RE 
易 找 到 的 并 不 是 我 们 这 里 的 版 本 . 我 们 选取 能 把 函数 分 解 成 其 中 一 部 分 函数 
在 二 进 方 体 上 取 值 的 这 种 来 介绍 , 是 因为 小 波 与 二 进 方 体 的 关系 ， 以 后 我 们 
介绍 大 多 数 结果 时 也 都 强调 二 进 方 体 ， 以 便 大 家 适应 二 进 方 体 . 


定理 1.7 设 Q 是 R" 中 的 有 限 闭 方 体 , ΓΕ Libe(Q); doX QUE R' 本 身 ， 还 
要 求 有 满足 
lim [ITS 1/]ἀκ--ο (是 Re 中 的 方 体 )， 
A YA 之 πμ. (5 Q=R" 时 VA 20), 存在 Q 中 不 交 方 体 族 
(Qt} ,使 得 开 集 口 一 H Q 与 闭 集 F 一 Q 一 UU 满足 
CiD [1|5ςλ» ae ΤΕ; 
(1) ο μυ ma, Vk; 


ap Xie atf ISl d. 
此 外 ， 当 A 过 p 时 ， 所 得 到 的 Ui =U SU, 一 U T; GO 还 满足 ， 
FAGU 必 包 含 在 某 个 Qt P. 
证 首先 把 R" 化 到 有 限 Q 的 情况 .从 原点 出 发 ， 将 R" 分 为 边 长 为 2 
(k € 2) 的 二 进 方 体 的 网 . 任 给 》 > ο, WAR lim |I| | fldx 一 0 知 ， 
存在 a 50, 只 要 |1| 充 分 大 , HWD >a UD 表示 IWAK, 便 有 
| lflar <a. (1. 10) 
设 Q ÆR 的 第 一 象限 中 以 原点 为 一 个 顶点 的 满足 (Qu) αι 的 二 进 广 
体 , 则 得 到 R" 的 由 Qo 以 及 其 平移 构成 的 一 个 剖 分 . 注意 到 这 个 剖 分 中 的 每 
15 
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一 个 方 体 都 满足 (1. 10), 如 果 能 对 有 限 方 体 的 情形 得 到 定理 的 证 明 , 自然 便 
可 推广 到 R" 的 情形 中 . 因此 , 我 们 只 需 对 有 限 的 Q 53 A 作 分 解 即 可 . 

Ji jt Ου 55 A WS CL. 10). 考察 Qe 的 2" 个子 二 进 方 体 中 的 每 一 个 是 否 满 
RO. 10). 将 不 满足 的 挑 出 来 作为 未 来 的 开 集 U 的 部 分 , 将 满足 的 留 下 来 继 
续 考 察 其 子 二 进 方 体 , 如 此 继续 ， 以 至 无 穷 . 这 样 得 到 一 个 由 二 进 方 体 构成 
WQ) 它们 是 从 逐步 考察 Q 的 子 二 进 方 体 的 过 程 中 挑 出 来 的 ， 显 然 满 足 
Cil) 中 左边 的 不 等 式 , 从 而 也 满足 ( 放 ) 中 的 不 等 式 .《〈 ii) 中 右边 的 不 等 式 得 


到 满足 是 根据 它 的 第 一 次 性 : HA 是 包含 Qk 的 母 二 进 方 体 , XI, 不 是 被 挑 
出 来 的 ， 从 而 


Ὁ μα le flee ma. VÀ. 
至 于 ( | ) 是 因为 下 一 Q 一 WU Q, 中 的 每 个 点 x 都 包含 在 边 长 趋 于 0 的 一 个 
二 进 方 体 族 中 ， 而 这 个 族 中 的 每 个 二 进 方 体 满足 
ΠΗΝΙΟ 
最 后 , 设 <p ERME, 我 们 可 得 到 由 Q 的 二 进 方 体 构成 的 两 个 开 
集 U =Y Οι) SU, —U;1;GO. 由 于 
ου. Vj, 


ΠΙ 1;(μ) 中 的 每 个 点 在 关于 A 所 作 的 分 解 中 一 定位 于 被 挑 出 来 的 部 分 ， 即 
Vj. I GO CU,. 这 样 由 二 进 方 体 的 特性 便 知 , 存在 使 得 (jy) C QLOD. 


sa 


1, 给 出 第 一 章 所 有 7 个 定理 在 1 维 情况 的 证 明 . 
2. 我 们 知道 ， 对 于 ε(α) =r ie, 有 |g(z)dz 二 1. 4 g) 一 


Fg (7). 证 明 : Yeo, AIS es(Cz) 一 zc)lz 一 0. 


3. 证 明 广 义 Holder FÆR: 483 1 p, 0o (1 5D fn) += 
1«sx4s 
1， 则 有 


HEU] «τοι, 
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4, 证 明 关 于 卷 积 的 Young 不等式 : 设 l« poo fil — 


Z0, J L^ RO 5 LIR) 中 的 函数 的 卷 积 满 尽 
lf * gll. s 11 el,. 


1,1 
+++] 
ρ 


- 


小 结 


我 们 首先 回顾 一 下 本 章 所 介绍 的 内 容 . 1. 1 节 讲 述 了 连续 函数 的 阶梯 通 
近 和 线性 逼近 .1.2 节 讲 述 了 Lebesgue 空间 L^ 的 H6lder 不 等 式 和 
Minkowski FÆR. 1.3 节 介绍 了 L 中 的 函数 ,虽然 无 逐 点 意义 的 和 逼近, 但 
函数 在 定义 域 上 的 小 扰动 后 与 原 函 数 的 范 数 相差 很 小 ; 然后 利用 卷 积 给 出 了 
它 的 光滑 逼近 1.4 节 介绍 了 落 名 的 Calderón-Zygmund 388. 这 些 都 是 进 一 
步 学 习 调 和 分 析 与 实 分 析 的 基础 . 

调和 分 析 自 1822 年 由 Fourier 引 进 以 来 , 到 现在 已 经 有 两 百 多 年 的 历史 . 
它 已 经 广泛 应 用 到 数学 和 数学 外 的 许多 学 科 . 随 着 人 们 对 它 的 本 质 的 不 断 了 
fit, 它 越 来 越 向 精确 化 的 方向 发 展 ， 这 种 精确 化 已 经 在 很 大 程度 上 脱离 了 
Fourier 分 析 而 成 为 实 分 析 ; 实 分 析 技 巧 的 发 展 直接 为 小 波 理论 的 发 展 葛 定 
了 基础 , 而 小 波 又 反 过 来 推动 了 调和 分 析 的 更 广泛 的 应 用 . 

本 书 一 开始 讲 了 几 个 简单 的 函数 空间 , 与 这 几 个 函数 空间 相关 的 不 等 式 
和 技巧 实际 上 也 是 进一步 的 实 技巧 的 基础 .Lebesgue 空间 L^ 是 特殊 的 
Sobolev 空间 , 也 是 特殊 的 Triebel-Lizorkin 空 间 , p Æ 2 ΤΡ F Besov ΒΞ 
[E]. 至 于 函数 空间 , 我 们 可 以 结合 加 权 、 实 插 和 Hausdorff 测度 等 给 出 比 
Triebel-Lizorkin 空间 和 Besov 空间 更 一 般 的 函数 空间 , 它们 几乎 包含 了 我 们 
常见 的 函数 空间 . 在 [38] 和 [49] 中 已 经 部 分 考虑 了 这 一 点 , 建议 读者 参阅 . 

本 课程 的 进一步 的 技巧 可 能 对 大 多 数 人 来 讲 比较 抽象 和 高 深 . 其实 大 家 
将 来 只 要 从 事 与 分 析 有 关 的 工作 , 那些 技巧 也 是 必 不 可 少 的 . 比如 Whitney 
覆盖 引 理 ,插值 定理 , RKKA, WARRE, 原子 ,与 Calderón- 
Zygmund 算 子 的 连续 性 有 关 的 实 技巧 ， 比 Calderen-Zygmund 分 解 更 仔细 的 
分 解 ,等 等 .大 家 如 果 对 这 些 进一步 的 技巧 感 兴趣 ,可 以 参阅 [53j 等 . 


ο. 
98 — 3x Fourier 变换 与 调和 范 数 边 值 


本 章 介绍 部 分 经 典 的 Fourier 变换 知识 以 及 部 分 经 典 的 调和 函数 基本 性 
质 , 这 是 调和 分 析 乃 至 现代 分 析 的 最 基本 知识 . 

Fourier 变换 自 出 现 以 来 , 一 直 在 分 析 中 起 着 重要 的 作用 , 已 经 应 用 到 数 
学 的 许多 学 科 和 数学 以 外 的 许多 学 科 ; 某 种 意义 下 它 已 经 成 为 理工 科学 生 的 
必 不 可 少 的 基本 技能 .虽然 大 家 认为 小 波 在 很 多 时 候 可 以 替代 Fourier 变换 ， 
但 实际 上 ，Fourier 变换 已 经 发 展 了 很 多 技巧 ; 对 于 特定 问题 , 这 部 分 技巧 很 
难 用 小 波 的 方法 简单 替换 ， 甚 至 小 波 本 身 的 正则 人 性 等 往往 也 是 通过 Fourier 
变换 来 给 出 的 . 在 处 理 问 题 时 , 我 们 最 常 遇 到 的 是 L? 函数 ， 人 们 自然 关心 
L? 函数 的 Fourier 变换 性 质 , 这 些 性 质 与 很 多 数学 问题 联系 在 一 起 ， 在 通常 
的 函数 意义 下 ,我们 无 法 研究 L^ (2 < p xz 99) 的 Fourier 变换 性 质 . 

在 本 章 2.1 节 和 2.2 节 , 我 们 研究 L! ML 函数 的 Fourier 变换 性 质 . X 
键 的 技巧 是 Gauss 函数 及 其 Fourier 变换 的 良好 性 质 ; 这 些 把 性 质 不 好 的 函 
数 的 研究 在 对 偶 意 义 下 转化 为 性 质 很 好 的 函数 的 研究 为 后 来 分 布 理 论 的 发 展 
准备 了 很 好 的 理论 基础 . 其 实 , pp LAL 中 函数 的 Fourier 变换 的 性 质 , 可 
以 很 自然 地 导出 L* (1 二 p 二 2) 的 性 质 ; 不 过 , 可 能 要 用 到 一 些 插值 空间 的 
技巧 , 而 这 超出 我 们 课程 的 范围 ， 因此 我 们 就 不 加 以 介绍 ,函数 的 Fourier AE 
换 的 性 质 在 数学 和 应 用 的 许多 领域 经 常用 到 . 

本 章 2.3 节 和 2. 4 节 介 绍 调和 函数 的 几 个 经 典 的 基本 性 质 ;(1) 调和 也 
数 与 平均 值 的 关系 和 极 值 原理 ;，(2) 调和 函数 的 边 值 和 Poisson 积分 的 关系 . 
在 讲述 Poisson 积分 时 , 我 们 将 提醒 大 家 注意 这 有 一 点 可 以 类 比 于 后 面 学 习 
小 波 时 的 多 分 辩 率 分 析 概 念 . 


2.1 L' 理论 
从 经 典 意义 来 说 , 只 有 L! 中 的 函数 才能 定义 Fourier 变换 ; 很 自然 地 ， 


KEHEL 函数 的 Fourier 变 换 的 Riemann-Lebesgue 引 理 和 Fourier 变 换 的 
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WEH. Fourier 变换 是 与 我 们 的 生活 息息相关 的 , 在 进入 数字 电视 之 前 , 我 
们 生活 中 的 电视 , 电视 台 发 射 的 不 是 图 像 或 信号 本 身 , 而 很 可 能 是 这 些 对 象 
的 Fourier 变换 ; 电视 机 接收 的 图 像 和 信和 号 很 可 能 是 通过 Fourier 逆 变 换 再 还 
原 成 我 们 可 见 的 图 像 或 可 听 的 声音 . 在 进入 数字 化 时 代 以 后 , 电视 台 发 射 的 . 
更 不 是 图 像 或 信号 本 身 , 而 很 可 能 是 经 过 小 波 处 理 以 后 的 数字 信号 , 在 电视 
机 接收 的 时 候 再 利用 小 波 进行 还 原 . 

d f(x) € LR), 则 称 


Jo) 2 Fano -| fone ay 
为 了 的 Fourier 变 换 , 其 中 xy 表示 了 R" 中 的 向 量 x 一 (zl,zz，……zn) 与 ?一 (1， 
artt ya) 的 内 积 c. 
我 们 记 OR Ἢ Κ' 上 一 致 连续 且 在 无 穷 远 处 为 零 的 函数 的 集合 . 那么 
我 们 有 如 下 的 引 理 ， 
引 理 2. 1 (Riemann-Lebesgue 引 理 ) V f € Li(R"), 有 也 E ΟΕ”). 


证 ”我们 只 需 证 明 Fourier 变换 的 连续 性 和 在 无 穷 远 处 为 零 的 性 质 ， 对 
于 前 者 , 我 们 利用 函数 积分 在 无 穷 远 处 相当 小 和 Fourier 变换 因子 e 的 光 
滑 性 来 证 明 ; 对 于 后 者 , 我 们 把 Fourier 变换 转换 成 两 个 函数 之 差 的 Fourier 
变换 , 利用 这 两 个 函数 之 差 的 范 数 相当 小 来 证 明 . 

Cio 首先 证 明 Fourier 变 换 的 连续 性 . 对 于 任意 给 定 的 es 之 0, 可 取 充 分 


大 的 -使 得 | ，_| f(x) Ld < È 和 对 于 任意 给 定 的 x, 可 取 充 分 小 的 正 数 


151824 |h| «δε -1|--τ᾽--- ΒΤ 


ΠΜ τ΄ 
λα 1-1) — λα) — ωρα — De dy, 
这 样 当 1k| 0 时 就 有 
Pato- 60 | [.. 16d Le — ἂν 


<f ο μα ο 


κ... pap- 


<e. 


Ci) 接着 再 证 明 Fourier 变换 在 无 穷 远 处 为 零 的 性 质 . n= DU 
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则 有 
Ke - [e*t f de = [eo m fic dx =— [e f+ páss 
这 样 一 来 就 有 
X =H et oo» — fo + po. 
4 |£&|- ου, SU ql 0. 因此 
«o1 doo 一 Kx 十 Di 一 0 


我 们 不 能 只 是 关心 Fourier 变换 后 的 对 象 的 性 质 , 我 们 还 要 关心 Fourier 

变换 后 的 对 象 能 否 变 回 原来 的 对 象 , 这 就 是 Fourier WEH. $ 
ΕΓΩ) = Gg) [goo e" dy 
H g(x) 的 Fourier 道 变换 . 我 们 首先 看 一 个 特殊 的 函数 ，Gauss 函数 在 
Fourier 变换 中 起 重要 作用 ， 概 率 中 的 Gauss 分 布 就 是 由 其 定义 的 ; 并 且 
Gauss 函数 的 Fourier 变换 也 构成 了 小 波 中 的 重要 小 波 框架 . 8 00, f(z) 
=e, W fco -agni S. 实际 上 ， 
Ke = eem de = es feh) az = og 2j 

很 容易 验证 上 述 L! 函数 的 Fourier 变换 的 Fourier 逆 变 换 等 于 函数 本 身 . 但 
一 个 L! 函数 的 Fourier 变换 的 Fourier 道 变 换 一 般 来 说 不 等 于 函数 本 身 ， 其 
至 于 可 以 在 无 穷 多 个 点 是 不 同 的 ， 比 如 说 , S βία) 为 在 所 有 无 理 点 为 0, 有 
理 点 为 任意 值 的 函数 , WA 8(6) —0 30 F1 (2 (2) —0. 

不 过 , 我 们 还 是 有 


定理 2. 1 (Fourier 变换 的 递 定理 ) 车 JE CR")，, 广 E L'QU), πὶ 
Επ) -Ε(ΕΓ ΠΩ) - fax), ae x € R, 

证 ”由 于 证 明 的 相似 性 , ΣΠΕΕΡ (GO —f GO ae x € R". 给 
EL>0Mga) =r e , G ga) re , 则 有 了 的 Gauss 1181 
Fourier 3 3ξ 8 (2:077 |e-*^ "^ est (Dag 就 是 了 与 Gauss 函数 的 卷 积 
g, * f(x). 事实 上 , RIIE È H Gauss Ie Fourier 变换 的 表达 式 写 出 来 就 有 

(R et * et pag = κ) "ο * "" ee ponat dy. 
由 于 绝对 可 积 性 , 在 右边 先 对 积分 就 得 到 
20 
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κ)”. [e ien e? f (E)d£ Saif roe 全 dy —g, * f(x). 
由 于 fcL,mEmegpilys 
lim| g, * f— fl 一 0. 
1-0 
由 于 广 E L'(O, Billet E EUR 
limC2r) [e $^" e*t FEAE = «7 fet apa =F (o2. 
这 就 得 到 | f(x) — F7 CD G0 =0, 由 此 而 得 到 所 需 结论 ， E 


2.2 L?(R?) 


大 家 知道 , 按 通 常 收敛 的 意义 , 对 于 L? 中 的 一 个 函数 ， 其 定义 的 Fourier 
变换 一 般 不 存在 (不 过 , 后 面 学 习 分 布 理论 时 , 我 们 知道 在 分 布 意义 下 是 存 
在 的 ). 虽然 如 此 , L^ 中 的 函数 的 Fourier 变换 仍 可 在 较 自然 的 方法 下 根据 
Hahn-Banach 延 拓 定 理 来 导出 ; 而 且 由 于 L? 是 Hilbert 空 间 , L^ 中 的 函数 的 
Fourier 变换 理论 还 是 最 为 完善 的 . 我 们 这 里 介绍 与 此 相关 的 三 个 定理 . 下 面 
的 Parseval 等 式 由 Fourier 变换 的 道 定 理 和 Gauss 函数 g(z) 的 性 质 来 证 明 : 


定理 2. 2 (Parseval 等 式 ) Vf ELi NL, AIF = 2r)? IF. 

证 由 于 fELiNn 1?, 因此 对 于 Gauss PR ge GO , 我 们 有 xg,(x) 和 
GORGE HRF L. 这 样 由 Fourier 变换 的 逆 定 理 有 

[iro g(x) |? dx Zn g, GO f * g, GO dx 
- [FA GG κ 20260 Γκ z GOdx. 
把 Fourier 逆 变 换 的 表达 式 代 进 去 , 并 利用 绝对 可 积 性 交换 积分 顺序 , 得 到 
[1 fx ει) | ?dx 一 (2r) 一 | FG ει))(α) FCf * gi) (x) dx. 
再 利用 卷 积 的 Fourier 变换 为 Fourier 变换 的 乘积 ， 得 到 
[ή κ ει) Pde = Q7 [1200gG8) |*àx. 

由 于 | 17x 00 de [1500 Lx, 因此 | 260 GP Lx 收敛 为 一 个 

HRR, 这 导致 || 了 (x) | ?dx 有 界 . 另外 | | Λα8ώξλ|7ὰχ -> [1700 lax. 这 


21 


» 调和 分 析 与 小 波 入 门 
样 就 有 
fon ο. Ημ: I 


在 具体 计算 中 我 们 并 不 关心 上 面 的 Parseval 等 式 中 的 常数 ， 有 时 将 上 面 
的 Parseval 等 式 简单 写成 


few [245 -- [1 Fe žar. 


上 面 的 Parseval 等 式 指出 Fourier 变换 下 是 Li N L? — L? 的 连续 算 子 . 根据 
Hahn-Banach 延 拓 定理 , 下 定义 了 一 个 L? 中 所 有 函数 的 Fourier 变换 . 注意 


8l f, GO — f z, GO 5 Καγε- € 的 关系 , 完全 类 似 地 采用 上 面 的 证 明 就 可 
得 到 乘法 公式 . 
定理 2.3 (乘法 公式 ) 设 f,gc 12(8”). ， 则 

[Pdr =f f Cog GOdx. 


证 证 明 本 定理 的 关键 在 于 如 何 让 积分 顺序 可 交换 ， 为 此 我 们 利用 
Gauss 函数 把 f(x) 和 g(x) 变 成 “好 函数 ” 


n _ layl? 
fa =x | foe 了 dy 


n _ ley]? 
αι (α) =x hr goy)e P dy 


aii 


来 研究 . 实际 上 , 由 于 (x) 一 x)e ,我 们 有 
[Pog We dx = [$x) gCx)dx. 
把 7, (x) 的 Fourier 变换 公式 具体 写 出 来 ， 
[os GOe ἂχ =|| Ag, adx dy. 
利用 绝对 可 积 性 ， 在 右边 我 们 先 对 x 积分 ,利用 卷 积 的 Fourier 变换 为 
Fourier 变换 的 乘积 ,就 得 到 
[?c0g we ax - [fog one ax. 

然后 分 别 令 一 0 :— 0 就 得 到 所 需要 的 结论 . || 

下 面 要 用 到 结论 :“ 对 于 LR) 的 一 个 闭 的 真子 空间 E, 存在 0 o € 
L2(R"), fiif p | E". 这 一 点 超出 本 教材 , 不 介绍 证 明 . 这 里 闭 的 这 个 条 件 
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是 不 可 少 的 ; BUS Ε L* OR) 中 所 有 阶梯 函数 组 成 的 空间 ， 则 不 存在 非 
RH p € LCR") 使 得 p | E. LCR) 上 的 西 算 子 是 指 算 子 范 数 为 1 的 一 一 - 
对 应 的 满 映射 . 对 于 Fourier 变换 , 更 精确 地 有 Fourier 变换 算 子 下 在 范 数 相 
差 一 个 常数 意义 下 , EL R) 上 的 西 算 子 , B 


定理 2.4 ΕΞΙ,(Κ') 上 的 西 算 子 . 


证 ”Parseval 等 式 意味 着 下 是 等 距 的 , 下 面 证 明 下 是 满 映 射 . 为 此 令 
E={f: f=, g € L'(QR], 
yj EJEL? CORO 的 一 个 闭 子 空间 . ΕΒΕ Ez L^. 则 有 0 关 p ELR), 使 得 


[ron φα)ὰκ--ο, Υ/ΕΕ. 
这 就 是 说 , 对 一 切 g € 工 :(R")， 有 
[goo gGodx =0. 
由 乘法 公式 有 
| [gp ode = [860 pdx =0. 
特别 地 , 取 g 一 $ € LR), Alel: —0—loll;. 由 此 而 得 EL?. E 


2.3 调和 函数 的 基本 人 性 质 


我 们 在 学 习 复 变 函数 时 , 大 家 对 解析 函数 已 经 比较 熟悉 了 , 解析 函数 的 
实 推广 就 是 调和 函数 . 设 ε(χ) —uG xir 定义 于 区 域 DCR* 上 ,在 
D buo) 存在 且 局 部 可 积 . 35 
$3428 
Aux) -Σ Ja (2, 0) 79 Vx€D, 
πι ἪΡ 上 的 调和 应 数 . 很 明显 ,常数 函数 和 一 阶 多 项 式 是 调和 函数 . 另 
δι, IF D =R ={0,x): t> 0, x E Β'), BÉEIG 十 Ix|7 7 和 


ο E G—12,-, 均 为 调和 函数 ,特殊 的 二 阶 多 项 式 如 
Τζαν) =r — y! fill g(x,30 —x* — y! -- xy, 也 是 R2z 上 任意 开 区 域 的 调和 
函数 ; 不 过 这 样 的 函数 , 在 我 们 假设 了 调和 函数 的 另外 特殊 性 质 下 , 可 以 被 
排除 . 记 卫 为 单位 球面 , 记 ω, 为 单位 球面 的 面积 ,调和 函数 具有 很 多 类 似 于 
解析 函数 的 性 质 , 本 节 我 们 主要 介绍 平均 值 和 极 值 性 质 .首先 介绍 调和 函数 
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的 平均 值 性 质 : 


定理 2. 5〈 调 和 函数 的 平均 值 性 质 ) ια) 在 区 域 卫 CR" Γή». X 
B(xo,r) C D, πὶ 


u(xo) = | BG.) .. 


ux) dx =w | ux +rx’ dx’. 
(κο) Σ 


证 ”我们 只 须 证 明 在 球面 上 的 结果 : 
uxo) SCARE (αρ rx dx. 


为 证 明 上 式 , IESO) Sur | ulo 十 sx dx’, 我 们 通过 调和 函数 的 性 质 来 证 
明 其 导数 为 0. 
显然 , 是 (0,z] 上 的 可 微 函数 , HE 


Το = 加 | Σι, ; Gto 十 sx x dx'. 


[11-17 
易 知 其 中 的 被 积 函数 等 于 Deu xo lax ) ,这 是 在 点 x — xo do sx 处 外 法 线 
方向 上 的 导数 . S o, 表示 球面 3B(xo,s) 上 的 Lebesgue 测度 ,从 而 又 有 
fo mw] o Duu (x) do, (x). 
然后 应 用 Green 公式 , 可 得 
— „lmn, --ἶ — 
FO 95 79; mE Aux) dx —0. 

这 说 明 在 s € (0,r] ER f(s) 为 常数 . 

因为 同时 有 lim FCs) 二 u(xo) 和 lim f G6) =f), 这 样 就 有 fO = 二 u(xo). 


I 
定理 2.6 设 xE C? (D)， 且 在 局 上 具有 平均 值 性 质 , A) už Γ.Γ Απ AR. 
证 固定 x。€ D, HBG D C D, WA 
uCxo) =w | ux rx )dx'. 
可 知 上 式 右 端 对 > 求 导 等 于 零 , 因为 x € CO (0D, 所 以 
S (uz [ ui e rx0ex)- uz |. X ia 08 Era nde 
考虑 到 在 ~ 一 0 点 的 导数 ,又 有 


0— ERAM ο (Et o. 


j,k=1 


0 一 
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注意 到 | 2,2. dx' 一 0， 156 ξ 和 | (zi)? dx' —w,n ， 于 是 得 到 


0 一 z 1 à (x) —n Au(x). ε 
ο ο ον) 


定理 2.7 (调和 项 数 的 极 值 原 理 ) ux) AAR DCR LAF, B. 
M=supu(x) <, lH] u(x2 <M, V.xC D3Xyu(x) = 二 常数 . 


证 “假定 存在 xQ € D. 使 得 u(x) sun) —M, x € D. Wr 0, 使 
f8B(xo,r) C D, 我 们 有 
| BG,» EE =u(x,) =M. 


DRM u 是 连续 函数 ， 所 以 必 有 

ulx)=M, Vx € B(x,r). 
这 说 明 点 集 EE= {x € D: ulx) —M) 是 非 空 开 集 . 但 是 点 集 D\E={x € D; 
u(x) « M) 也 是 开 集 , 从 而 根据 D HEATA DE =ø. E 


2.4 调和 函数 的 边 值 与 Poisson 积分 


上 一 节 我 们 比较 了 调和 函数 与 解析 函数 的 一 些 相 同 的 性 质 , 谈 到 调和 函 
数 时 , 是 把 它 作 为 在 Laplace 算 子 作用 下 为 0 的 函数 出 现 的 . 本 节 我 们 将 进 一 
步 说 明 调和 函数 是 作为 解析 函数 的 推广 出 现 的 , 通过 Poisson 核 来 证 明 调和 
函数 在 区 域 上 的 值 被 边界 上 的 值 所 决定 ， 某 种 意义 上 ,一 个 调和 函数 在 区 域 
上 的 值 就 是 一 个 任意 函数 的 Poisson 过 程 在 给 定时 间 时 所 取 的 值 . 在 复 平 面 
的 情形 , 下 一 “十 记 是 平面 某 区 域 的 解析 函数 ,一 个 等 价 的 说 法 是 , 实 函 数 对 
(u,v) 是 该 区 域 某 个 实 调和 函数 的 梯度 . 由 此 而 来 , B F= G ,uz，… ,un) 是 
定义 在 该 区 域 的 向 量 值 函数 , 我 们 称 下 是 该 区 域 上 的 Stein-Weiss 解析 函数 ， 
如 果 下 是 该 区 域 上 某 个 实 调 和 函数 的 梯度 ，Stein-Weiss 解 析 函 数 有 时 也 称 为 
Un ER. 


4r- (f D Jur (二 站， 下) 是 RS EUG 


函数 系 . IEE R 上 的 f, πι L x f, Zo = t, j= 0,l.- “ΤΕ ΠῚ 上 
BAUER. PPO GAH P, G0 — r7 P(£) ,此 处 C, 是 
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使 PO) 的 积分 为 1 的 常数 , 则 称 P, GO A RT! 上 的 Poisson 核 , P, κ f(x) 称 


为 了 的 Poisson 积分 函数 系 C, LÀ f, zo 一 4，j 一 0,1,…,n 的 第 一 个 分 量 


其 实 就 是 f 的 Poisson 积分 ; 其 他 分 量 是 f [JEU Poisson 积分 . 

易 知 下 述 性 质 成 立 : 

Ci) PGO 是 R* 上 的 非 负 递减 的 径 向 函数 ; 

(D. [Pdr=1, 1>0; 

Cli? P, GO 是 RT" 上 的 调和 冰 数 . 

虽然 ，Poisson 核 Px) 不 具有 强 衰减 性 , 这 比 我 们 前 面 讲 到 的 磨 光 子 性 
质 差 , 但 正 是 由 于 有 了 Poisson 核 , 可 以 在 调和 函数 与 小 波 中 的 多 分 辨 率 分 
析 之 间 建 立 某 种 程度 的 类 似 , 可 以 相互 借鉴 二 者 的 一 些 数学 处 理 技巧 . 将 调 
和 函数 与 Poisson 核 联系 起 来 后 ， 调 和 分 析 的 问题 就 转化 为 实 分 析 的 问题 . 
下 面 简单 介绍 一 下 调和 函数 的 边 值 与 Poisson 积分 的 关系 . 

HJER 上 的 局 部 可 积 函 数 . 对 每 一 点 x € R, 定义 了 的 Hardy- 
Littlewood RAAR Mf 为 

MfG) 一 sup1Ql [. LFO) l dy» 
其 中 上 确 界 是 对 包含 x 的 所 有 方 体 取 的 . 于 是 , Fe LR") Aps), 
FE u Æ f {5 Poisson 积分 时 , u 的 边 值 几乎 处 处 存在 且 等 于 f， 即 
lim u(x,D-—fioD, VaexcHR", 

ES:APIC 22 |» κ | fl s. 

实际 上 , 我 们 有 


定理 28 i f € L'(QRO, 1x: poo, u X f ih Poisson RA, A) 
CH) X FAER" 上 连续 , HE lim f(x) —0, Hj 3: 20805, u(x,D 对 
x € R* 一 致 收敛 于 f (x). 
证 根据 定义 ,有 
[καν — fool | [f — 9» P. oay— foo. 
根据 Poisson 核 积 分 为 1 的 性 质 , 可 得 到 
|ulx,t) — fx) |= [ue -» = FDP, Ody] 


26 


第 二 章 Fourier 4E 3& 55 Ua doa ic iZ 8 t« 


« [Vf -- fo» P, Ody. 
对 于 任意 6 > ο, 将 积分 区 域 分 成 两 部 分 , 有 
luad OK] 1f — PO dy 
Iyi 


f | fx — y) — fx) | P, GOD dy. 
[χ|55ὸ 


Ci) 运用 Minkowski 不 等 式 直 接 估计 Poisson 积分 与 函数 之 差 的 范 数 ， 
可 得 到 


ο 
+ MELLE Φα) |. n] . 


将 被 积 函 数 | fc —  — ΡΟ) SUR | [ία — p — fo | P,O0? 和 
P,O TF 两 部 分 , 分 别 对 变量 y 运用 Holder 不 等 式 , 得 到 
πο ον 


T 
< [f al E-P ody Pod) dx]? 


yl 


Yle 


PSI 
[uu ο om» Οσο POM») dx | 


|» 
1 pl 
< fale» — f) | P, dy dx) ’ ( P. D) “ 


^ z 
μμ ο ο πο τὸ (| Pi ooa) 


交换 积分 顺序 ,得 到 
luc D — FOl 


l δ-1 
< (mes [fec — f6o, ax) (f P opay) ’ 
1 P 
十 (max Jr — 5 — f(x) | tdx) p (μισό) P 
根据 Poisson 核 性 质 有 
| PW < 
f a PD] a PO 
于 是 
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luCD—fCol, x max] f(x — y) — fGol, 


| RÀ 
*clrcol,(f,..., Pooay) ^. 
选取 特殊 的 8 一 AI 十 |logi|), 则 当 :-> 0 时 , 变量 8 一 0, 718 一 co、 从 而 
max| f(x — 9 — fool, f|. , Pony 均 趋 向 0 因此 ， 当 5 -> 0 时 ， 
his |Ισ|Ξεε δ 
[ω(».1)-- Flp 趋向 0. 
Cii ^ 由 于 lim fC) —0, 则 对 于 任意 固定 的 充分 小 的 正 数 e, 存在 61,。 > 
1, EEK xl > 61, 时 有 |f(x) | T. BF SER 上 连续 , 则 f(x) 在 


|x| <28, 上 一 致 有 界 , 即 | fxz)| 委 C:. 由 f 在 R" 上 连续 还 可 推出 f(x) 在 
|x| <20 时 一 致 连续 , 因此 存在 9 <1, 使 得 当 |x| 志 281,., 1 y| Sz. Ht 


lf —» — fo» 5. 
再 根据 PO) 的 性 质 , 存在 8: 1 使 得 | ， POM cg ΒΒ 


| Ρ,(άν < £. 
L5 2C, 
下 面 分 两 种 情况 估计 |ulx,t) 一 f(x)|. 

M x| «201,5: t <SS. 时， 有 


IuGD — feo | « | | f(x — y) — f(x) | P,Cpdy 


BIESEN 


+ a, αν) 00 LP QDdy 


«mp a-r I-c[ Pi(y)dy 
|γ|--ὁ, |Υ|51δᾳ.. 
一 一 一 < 一 
<£ 2 十 g TE- 
H |x| > 281, t< 05105, 时 ， 有 


σοι | fx — p — | Ρ, ydy 


yl ce ENS 


-- |f —  — ΡΟ) 
up (| fiG— yl-4-lfo»b 


S x2. 1y1<5: 。 


και P,GDdy 
ly > 18 3, 

<£ 5 — 

WT E 
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另外 ,，R 平 "上 的 调和 函数 一 定 是 Κ' 上 的 函数 的 Poisson 积分 . 于 是 ,有 
如 下 定理 : 


定理 2.9 Bux, dD JE RT 上 调和 ， Rsupl ut. D], «coo, H4 1— poo 
t 


时 , 存在 f C LP(R") 使 得 4 是 了 的 Poisson 积分 ， 
ulx,t) = P,(f) (x). 


证 由 supluC* Dl, «oo,l« pzxoco, FEFA) tii 一 0 (k— 
co), {118 u(x, t) 能 够 弱 x 收敛 于 某 个 E L^. ασ. 和 任意 
ες L?, 下 式 成 立 : 

| ulyst gy dy >| fayWdy (k-» co), 
R” R” 
对 任意 x € R”, 50, Ια ρ(γ) =P, (x — y), 便 得 
JOB. adye FOP ay. 2D 


Η1 Fuy OD ERP 上 调和 , 而 上 式 左边 正 是 f(x) 二 ulx,t) ff] Poisson 
积分 , 由 定理 2.8, u(x,t tt) 在 t->0 时 为 f, GO Sulat). 于 是 , 调和 画 
数 ulx,t 十 要 ) — f, * P,GO 在 上 一 0 时 为 0, 从 而 根据 极 值 原理 恒 为 0; 因此 
f4 GO 的 Poisson 积分 等 于 ux ,£ +t). 

因此 , 34 2, — ΟΠΗ, u(x,t +t) — uo D. 再 由 (2.1), 就 证 明了 结论 
u(x,t) —P,CDO GO. E 

注释 D 由 两 个 调和 函数 边界 上 相等 得 到 区 域 上 相等 是 有 条 件 的 , 这 
条 件 是 两 个 函数 本 身 在 区 域 上 一 致 有 界 . 否则 , 特殊 的 二 阶 多 项 式 如 fc. y) 
=x? — y! sl glr, y) =r — y! αντε 上 的 调和 函数 ,它们 边界 上 的 值 
相等 , 但 在 区 域 Ri 上 的 值 不 等 . 

(2) p=}, 也 有 类 似 定理 2.9 的 情形 . 实际 上 , 存在 有 限 Borel W 
μα πο τος 

uGx,D — ΡΙ(μ)(α). 
XPE—RUS 0-— pxl, ANHE L 用 具有 原子 分 解 的 Hardy 空 间 H? kE 
R: 3XxBI3EUE SUR 5; RT 上 的 H^ 空间 是 通过 证 明 Riesz 算 子 的 连续 性 给 
出 的 . 可 以 用 Calder6n-Zygmund 算 子 理论 等 来 很 好 地 讨论 , 但 这 超出 我 们 
课程 的 内 容 . 
29 
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D cJ A 


1, X f) €E L'R), HA 
fafat- fælde «1, VEER 
证 明 : fr) =0, aer ER 
提示 : 应 用 上。 sf mmc? —2DJZlaxIl?. 
2. 证 明 : 存在 常数 C 使 得 函数 ell 的 Fourier 变换 是 CP, GO. 
3. 找 出 一 个 RT? LEER flt,x) = f iG tX 使 得 f(t,x) 的 梯度 


(fan TEn ) ,3 Z fsz Mi enema fuz tun) 


ΣΑΒ ΑΕ (πετι μπι) dtr VP TER 


4 Tn EN, Ax, GO XER[-z 2. | 上 的 特征 函数 ， 并 令 


Λα) —n$gG ffc. 

EA: f, MIL? 范 数 为 常数 ， 且 当 ? -> co 时， fuo Fu GO 在 紧 集 上 一 致 收敛 
到 函数 1. 

5. Jk (fj) Æ LIR”) 中 的 Cauchy 列 . 证 明 : FE Sf EL RO 使 得 当 
joco 时 ，{ 方 } ER 中 一 致 收敛 于 广 

6. 证 明 ; 集合 {f E LR): F ELRO) ELR PAK. 

7. 证 明 调 和 函数 的 最 小 值 原理 ; 设 为 区 域内 的 调和 函数 ,， 且 满足 

—infuG) > 一 co 如果 不 是 常 值 函 数 ， 那 么 Vx εΩ, 有 ux) >B. 


8. Hn22,D— (过 Z, - Ug). EPOD 为 Re 上 的 常 系数 微分 多 
rj Or, Xs 


项 式 . 4h— AX Laplace 算 子 , I= (C— AX 为 恒 等 算 子 . 证 明 下 面 两 点 等 价 : 
(D 对 于 Re 上 的 一 切 旋转 及 ,，P(D)R, 一 R,P(D); 


(2) 存在 常数 Ci Cj 一 0,1,…，za) 使 得 PO -— Ὁ) CC AY. 


Ox.j«m 
9. HAZARA, a0 X 0 的 边界 ,uw e COD V) C2 (0) 满足 方程 
人 » 一 0， Vr € N, 
1<i<n 
2 一 0， Yz Ε an. 
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HE: u=0, ΣΕΩ 
提示 : 用 反 证 法 , 考虑 的 最 大 值 (最 小 值 ) 点 处 Δι 的 符号 . 


小 结 


通过 2.1 节 和 2.2 节 的 介绍 , 我 们 知道 Fourier 变换 并 不 是 除 L^ 外 的 函 
数 空间 的 等 距 算 子 , 甚至 连 17 函数 都 不 能 直接 给 出 其 Fourier 变换 的 定义 . 
而 具有 原子 分 解 的 Hardy 空间 H? 的 研究 和 相对 应 它 的 对 偶 空 间 BMO 空间 
的 研究 在 数学 和 其 他 学 科 的 很 多 分 支 起 着 重要 的 作用 . 德国 数学 家 Triebel 
在 20 世纪 70 年 代 就 将 绝 大 多 数 函 数 空间 分 成 两 类 , 我 们 可 以 从 他 在 1983 年 
的 名 著 中 看 到 , 他 把 绝 大 多 数 聘 数 空 间 通过 Fourier 变换 和 Littlewood-Paley 
分 解 ( 某 种 意义 上 就 是 单位 分 解 ) 来 统一 描述 成 Triebel-Lizorkin 空间 和 
Besov 空间 两 类 . 其 实 , 他 们 的 插值 空间 也 可 以 以 此 来 描述 , 参见 参考 文献 
[80]. 更 为 广泛 的 空间 参见 [38],[49] 和 [78j], 他 们 把 Morrey 空间 、Q 空间 
等 包含 进去 了 . 本 书 作者 最 近 发 现 , 通过 限制 考虑 一 组 同时 频率 和 空间 局 部 
化 的 函数 ,可 以 定义 更 一 般 的 6 个 指标 的 函数 空间 ，Triebel 的 描述 直接 与 单 
fL XUI Fourier 变换 把 光滑 性 变 为 衰减 性 , 把 衰减 性 变 为 光滑 性 有 关 . 在 后 
面 的 分 布 空间 理论 中 , 我 们 将 介绍 其 中 的 部 分 结果 . 这 些 更 一 般 的 空间 的 研 
究 不 只 是 在 数学 理论 上 存在 背景 , 在 数学 以 外 的 领域 同样 需要 . 比如 在 进行 
图 像 处 理 时 , 图 像 光滑 的 地 方 和 不 光滑 的 地 方 通常 用 不 同 的 方式 进行 研究 ， 
这 就 需要 进一步 的 函数 空间 的 知识 ,也 需要 进一步 的 算 子 理论 的 知识 . 由 于 
课程 限制 , 我 们 无 法 进一步 展开 来 讲 . 

一 方面 , 调和 函数 是 作为 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 出 现 的 ; 另 一 方面 , 在 
复 平 面 的 情形 , 下 ==w 十 iv 是 平面 茶 区 域 的 解析 函数 ,一 个 等 价 的 说 法 是 , 实 
函数 对 (u,v) 是 该 区 域 某 个 实 调和 函数 的 梯度 .在 高 维 情形 ，Stein-Weiss fff 
析 函 数 是 指 满足 所 谓 的 “广义 Cauchy-Riemann 方程 ”的 共 罗 调 和 函数 系 . 但 
Æ, T. Wo 证 明 过 , 3$ n — 2H], 存在 RT! RESTERA 
R, Έ Ο Ga 0) 连续 到 边界 R", 但 在 R 的 一 个 正 测 度 集合 上 为 0. 从 这 可 
看 出 , 共 斩 调 和 函数 系 虽 然 是 作为 解析 函数 的 高 维 推 广 , 但 本 质 上 两 者 是 有 
区 别 的 . 

不 过 , 共 斩 调 和 函数 系 的 引进 确实 给 我 们 的 研究 带 来 了 很 大 的 方便 ， 因 


为 共生 调和 函数 系 下 = (Lm) 对 应 的 算 子 就 是 最 典型 的 卷 积 型 
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的 Calderon-Zygmund 算 子 . 这 样 一 来 , 调和 函数 性 质 的 研究 就 变 成 了 卷 积 
型 算 子 的 连续 性 研究 . 
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分 布 理 论 


前 面 我 们 讲述 的 理论 均 是 针对 可 测 函 数 , 但 是 我 们 在 考虑 一 个 函数 的 
Fourier 变换 时 就 会 发 现 一 些 很 好 的 函数 都 可 以 没有 Fourier 变换 ， 比 如 常 值 
函数 1. 另外 在 实际 中 我 们 会 遇 到 一 些 不 可 测 函 数 的 例子 ， 比 如 ὃ 函数 等 

作为 广义 函数 的 萌芽 的 ὃ 函数 经 历 了 从 被 人 嘲笑 到 被 人 普遍 认同 的 全 过 
程 . 1926 年 物理 学 家 P. A. M. Dirac 从 集中 于 点 xz —0 的 单位 物理 量 的 分 布 密 
度 出 发 ,猜想 存 在 某 种 函数 

0， rz, 
δία) -| (3. 1) 
oo, α--Ό, 
可 以 施行 传统 的 积分 运算 ， 且 满足 
| sczdz=1， (3.2) 
它 作用 在 任 一 连续 函数 p(x) 上 有 
[22)9(z)dr =p60). (3. 3) 


满足 (3. 1) 的 SGz) 几乎 处 处 为 0, 因而 从 Lebesgue 积 分 的 观点 看 , 满足 
(3.1) 的 函数 的 积分 为 0; 这 就 与 (3. 2) 矛盾 , 用 经 典 的 分 析 理 论 很 难 解释 ， 
但 Dirac 将 具有 性 质 (3. 3) 的 6 函数 应 用 于 量子 理论 的 表述 中 取得 了 巨大 的 成 
J, 与 实验 结果 相 吻 合 . 

1936 年 Sobolev 在 研究 双 曲 型 方程 Cauchy 问题 的 解 的 唯一 性 时 提出 了 
广义 解 概 念 , 揭示 了 用 泛 旺 拓展 可 积 函 数 的 可 能 性 . 1950 一 1951 年 Schwartz 
出 版 的 专著 《分 布 理论 》 将 广义 函数 定义 成 基本 函数 空间 上 的 连续 线性 泛 函 ， 
由 此 建立 了 严密 而 系统 的 理论 , 并 且 获 得 一 系列 有 深远 意义 的 成 果 , 不 久 为 
HAAA, Schwartz 因为 分 布 理论 而 于 1950 年 荣获 菲 尔 兹 奖 . 分 布 理论 不 
是 数学 家 们 关 在 自己 的 房间 里 凭空 想象 出 来 的 理论 . 

现代 分 析 的 基础 直到 分 布 理 论 的 诞生 才 葛 定 . 广义 函数 理论 主要 研究 基 
本 函数 空间 上 的 连续 线性 泛 函 , 在 某 种 意义 下 , 广义 函数 可 以 看 做 通常 函数 
概念 的 推广 . 分 布 理 论 的 一 些 基本 知识 已 成 为 与 数学 有 关 领 域 的 基本 知识 . 
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本 章 将 介绍 分 布 理论 的 一 些 最 基本 的 知识 .为 简化 记号 的 书写 , 我 们 常 忽 略 
HMS, 很 多 时 候 不 区 分 内 积 (f,g〉 和 《f,g). 读者 也 可 以 把 我 们 的 问题 
理解 成 实 值 的 , 如 果 是 复 值 则 自动 加 上 共 轿 符号 即 可 . 


3.1 实验 函数 


在 本 节 我 们 假设 大 家 知道 范 数 、 半 范 和 距离 的 定义 ; 如 果 未 学 过 ， 只 需 
接受 本 节 中 的 定义 即 可 . 分 布 的 基础 是 建立 在 实验 函数 与 对 偶 的 基础 上 的 . 
为 非 数学 专业 的 同学 着 想 , 我 们 这 里 就 说 分 布 与 广义 函数 是 同一 回 事 . 实验 
函数 空间 是 指 具 有 好 性 质 的 函数 空间 , 通常 指 C”(R"),S(R") 和 C5” (ΕΤ) 中 
的 一 种 , 也 可 以 把 R 换 成 光滑 流 形 . 一 般 来 说 , 我 们 需要 介绍 Ο (87), 
SCR") 和 CS (R) 以 及 将 R 换 成 光滑 流 形 的 情况 . 基于 本 课程 的 目标 , 下 面 
我 们 只 介绍 Schwartz 空间 SCR") 或 称 之 为 速 降 函 数 空 间 : 


定义 3.1 9€ SR), 如 果 对 于 任意 的 多 重 指标 @,B EN, 有 
Pa,p 9) = sup | x* DPo (x) | 一 co. 
xcR" 


回顾 一 下 范 数 和 半 范 的 定义 : 给 定数 集 更 设 XX 为 线性 空间 , 若 Vx c X, 
对 应 有 实数 pa), 使 得 

(1) plr) 30, Υπς X; 

(2) plar)=|alp(zx), Vae Q, Vx € Xi 

(9) paty Spa) tp), Vr,y EX, 
WER p EX 上 的 半 范 . 车 还 有 

(4) 3 p —0, Jil] x —0, 
则 称 p EX 上 的 范 数 . 

对 于 复数 集 Φ, 容易 验证 定义 3. 1 中 的 oup 具有 如 下 性 质 : 


定理 3.1 (|) 每 一 个 oup 均 是 S(R") LOFE, KELER SR) 上 的 
范 数 . 
GD 每 一 个 pap 3 CT (RO. 上 的 半 范 , 但 po,p 不 可 能 是 
C? (R 上 的 范 数 ， 
每 个 psp 都 可 以 定义 一 个 上 距离 ; 
da p (pd) = pap PTP Vio € SCR. 
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回顾 一 下 距离 的 定义 : 设 X 为 某 个 集合 , 若 Vz,y € X, 对 应 有 实数 oly), 
满足 

(4) ρία»γ) 之 0， ΒΒ p(z,)—0€ r—y: 

(2) ρία»ν) Ξρίν,α)! 

(8) ρία.α) Spl: y) T pCy, 22, 
则 称 p 是 X 上 的 距离 函数 , 称 X 为 度量 空间 . 


定理 3.2 上 述 的 每 一 个 d, p 均 是 SC(R") 上 的 距离 函数 . 


回顾 一 下 完备 的 定义 : 若 集合 X 中 的 每 一 个 Cauchy 序列 均 在 X 的 范 数 
Pp 或 距离 4 下 是 收敛 序列 , MEX 为 完备 的 . 其 中 关中 的 一 列 元 素 {xi}ten ΒΚ 
为 一 个 Cauchy 序 列 , 如 果 对 于 任意 的 e >0, 存在 N 汪 0, 使 得 V EL NUBE 
nem — x,) «ie 或 d (x, x) SE. 
容易 验证 


定理 3.3 ”对 于 任意 固定 的 @,B, 在 上 述 的 范 数 pu,p 或 距离 do,p T SCR) 不 
可 能 是 完备 的 . 
我 们 给 出 平移 不 变 和 Fréchet 空间 的 定义 如 下 : 


定义 3.2 (|) XX 上 的 一 个 距离 d 是 平移 不 变 的 ， 如果 
d(a-d-c,b--c) —d(a,D, Va,b,c C X. 
Cil) 一 个 完备 的 距离 空间 X， 如 果 距 离 是 平移 不 变 的 ， 则 称 之 为 
Fréchet 空间 . 


Hidap) 按 某 种 顺序 一 一 对 应 地 排列 成 {d,}, 然后 令 
- ^ d, 
4-21 IFI’ 


ΠΙ d 也 是 SCR") 上 的 一 个 距离 ， 在 此 距离 下 的 SRO 称 为 Schwartz 空间 . 
SR”) 在 d 下 为 一 个 距离 空间 是 比较 明显 的 ; 实际 上 , 我 们 还 有 


定理 3.4 SOR") Æ Fréchet 空间 . 


证 (1) iioi) X} d ἘΞ Cauchy 2, 则 对 于 任意 的 e 0. 存在 N 0, 
使 得 Yk,k >N, # 


—n ἁπίφι (py) ; 
2 Fd, (gg) S A Pig) SE 
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因此 固定 n, 只 要 e 27 1 就 有 d, (p, gu x 2" e. 等 价 地 说 ,Va,p E 
N^, {gr} AF pa p 也 是 Cauchy 2. 换 句 话说 , 存在 pa p TEE x " D p, GO 在 
上 一 致 收敛 到 pap GO. 由 于 极限 收敛 的 唯一 性 ,我 们 知道 
Pa pX) 一 xxzDppoo(x). 

id p(x) --φῃ,α(χ), 则 存在 p 使 得 xz*Dpp GO ARE x Dp, C) 的 极限 ; 这 
就 是 说 ， Pap Pe T P) > 0, Va. B. 

(2) Hi Υπ, ἀ,(φι»φ) — OH ἄ(φι.φ) — 0. 实际 上 是 要 证 明 Ye — 0, 
Jk. ET bL ko If, ἀίφιιφ)ςε. 


事实 上 ， 选取 六 使 得 > 2 了 7 之 与 . NEFF n N, 存在 & 使 得 当 & 之 如 


时 ， ἀ,ίφι»φ) «- 5. 于 是 ， 对 于 上 之 ko， 我 们 有 


N 
d(g, 9) S ρα «EPUM 
(3) 综合 上 面 (1) ao , pnm d 的 Cauchy 序列 均 存 在 
关于 度量 d 的 收敛 序列 . 因而 得 到 完备 性 , 
(4) 平移 不 变 是 显然 的 . 这 是 因为 
dug (p twp Γω)Πραρί((φ Τω)- Gp 0) ραρίφ- 9) 
—dag p); 
FE, dlo wp +u) —d(g, 2. E 
接 下 来 , 我 们 来 看 SR) 与 第 二 章 中 研究 的 函数 空间 的 关系 ， 以 及 
SCR") 在 Fourier 变换 下 的 性 质 . 


定理 3.5 (|) SCR) iEHERASD L Ox pco» 50, BAR. 
Cli) F: f>Ff =F ASR") 8] SCR 的 拓扑 同 构 . 


WE (Cio 根据 前 面 卷 积 与 光滑 和 逼近 的 结果 ,固定 SCR) 中 一 个 积分 为 
1 的 函数 wp(x), 固定 一 个 在 单位 球 上 为 1、 在 两 倍 的 单位 球 上 为 0 的 SCR") 中 
的 函数 r(x). 15 

rfO =l) fa), oz) 一 天 rp (:) 
ΗΕ L^ (1 c p « 99) 中 的 函数 f(x), 当 s->0 时 有 rs 了 00 — Ι(α}|» 
—0, 4 t— 0B 
| C0, * e, GO — uf G)l; — 0. 
BF GO x e, G2 € SR), TASR ELAS p<) 中 稠密 . 同 理 ， 
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我 们 知道 (rz,P x e, GO € SRY 在 Co 中 收敛 到 f, 于 是 得 到 SCR 在 C, 中 
稠密 . 
SCR) XE BEER S] Οὐ 是 明显 的 . 下面 证 明 SRO ERRAR L^ 
(1 & p « oo), 也 就 是 证 明 : 存在 常数 C, 对 于 一 个 SCR") 中 的 函数 的 L? 范 
Alel, 能 被 ”> pap O 所 控制 . 实际 上 ， 
lal+lBl<C 


1 1 
lel, και. |gl^dx)? +c(d [κ|-πΡ(|κ|5|φ|γΡ4κ}7 


«-Ο(]φ|---1|χ|φ(χ}]--}» 
Vk>l, ε--2!, 存在 p(x) € SR") 使 得 
le, — 9l < $> | [x |? (e, — Plo « ο. 
于 是 , SEIS, — el, x CCo, — ela + ixl? to, — palo) 就 可 由 
dlp p) 一 0 推出 1g — oll, — 0. HI SCR") XESEHEBEA SI L^ (1 C p « o2. 
({} 注意 到 ,Vp € SCR, Ya, € N”, 对 于 Fourier 变换 ， 有 


E DAGG E) —£ DP (| pe dx) = | C ife GOgt e dx 
=f ixo (x) C— D *D2e 95 dx. 
运用 分 部 积分 , 得 到 
EEDI CECE E) = O [DE 30g G0) 6795 di 


= Σ Cp |OD pa dx. 
Yi SP v,«a 


由 于 
| x” DY: p(x) | L x Cy, »Y2 Σ Pa,y, (φ) , 
[e | 1 Γι I 
{8 ESDP (EC) E) € L”. 这 就 是 说 ，F(p) € SR") B 


Pap FOD SCs 2 ρε.γῷ» 
la [Krh], IP Sia] 


因此 , F: f Ff —7 Æ SCR) 到 SCR") 的 连续 映射 
同 理 , FREER FO RARR, FE SR) 到 SR) 的 连续 
映射 . 于 是 , 根据 Fourier MAMER F: f—Ff=}f} ESR") 31 SCR”) 的 
拓扑 同 构 , [| 
下 面 是 我 们 经 常 遇 到 的 在 实验 函数 上 的 运算 ,除了 Fourier 变换 ^ xX F: 


FG) — 9€ = ye dr 
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另外 还 有 如 下 几 种 运算 , 它们 都 是 SCR") 到 SR) 的 连续 映射 : 

1’ 平移 运算 rn : talx) --ϕίχ--;); 

2” 反射 运算 ~: ία) =y x). 

这 里 的 (| ) 和 (ii ) 两 个 运算 可 以 用 更 广泛 的 变 元 替换 来 统一 给 出 ， 实 
际 上 ,对 于 从 R” 到 R 的 可 首 和 矩阵 变换 Ts。，Tay GO —9(Ax). 

3” 卷 积 运 算 * : xx G0 = [u(x 一 p(y)dy, VuGO € SR). 


卷 积 运算 在 分 析 和 其 他 领域 有 着 重要 的 作用 . 它 具 有 

(OD 可 交换 性 : f*g—g*f 

D 可 结合 性 ; (fx g)*h=f x (gx*h); 

(3) 微分 法 : 9 (f * g) — (2 P) * g — f x (g). 

4^ 微 商 运算 D*. 一 般 函 数 的 求 导 与 顺序 有 关 , 但 由 于 SRO FARA 
具 光 滑 性 , 使 得 它 中 的 函数 的 求 导 与 顺序 无 关 . 


3.2 分 布 的 定义 


如 果 不 知 道 下 面 弱 * 拓扑 的 定义 是 怎么 回 事 ， 大 家 就 理解 成 定义 3.3 
Cil) 中 解释 性 的 话 . 广义 函数 的 定义 如 下 : 


定义 3.3 (j) SRY 上 的 所 有 连续 线性 泛 函 所 构成 的 空间 S R) 称 为 组 

增 广义 函数 空间 . 

(ii 》 VP Sr e PES Te PE CN OS ET 3 
αν T: SR) — p 连续 是 指 对 于 SCR”") 中 的 任意 收敛 序列 pe >p 有 

To, > Tọ. 

GD ESRO 上, 我 们 可 以 赋予 弱 x dedb. ESRO 上 赋予 弱 

x 拓扑 ， RAH, (1) € S (R) EJKSUE 1€ SR"), 如 果 
LO) > Llp), Ve€ SQ"). 

i 在 pg 上 的 作用 有 时 也 记 为 (1,9p》. 


下 面 介绍 几 个 广义 函数 的 例子 : 
(1) 我 们 熟知 的 广义 函数 有 定义 在 R" 上 的 所 有 Lebesgue ARRA f E 
L?(1xpxoo), 它 通 过 下 面 的 积分 可 以 确定 一 个 广义 函数 : 
p =| Gd, Ye ESR. 
首先 , 由 定义 3. 3, 每 一 个 L? 中 的 函数 广 定义 一 个 线性 泛 函 是 显然 的 . 
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8 y-L 关于 连续 性 , 因为 存在 N =n 十 1 使 得 Ve ESRO 有 


P 
ΩΣ «ο. > ea». 
lal-- BN 


于 是 
Io -olscClfi» Ὁ Dag Pk — 9). 
|α|1-ΙβΙ«Ν 


(2) Dirac 函数 6 通过 下 面 的 定义 确定 一 个 广义 函数 : 
(8,p) 一 p(0)， Vp ESR”). 

首先 ，Dirac 函数 6 5E X— 4 ZR TE TE PR JE SEPA IJ. 关于 连续 性 ， 因 为 
Vo € S(R") 有 | (6,9) | po, o). 

(3) 每 个 常 系数 多 项 式 Ρ(χ) (x E RO VE SOU 上 一 个 缓 增 分 布 . 每 个 
连续 函数 f(x) 在 无 穷 远 处 缓 增 ( 即 3N > 0, 使 得 | f(x) [C CN Q1 Γκ), 
它 也 定义 一 个 组 增 分 布 . 

(4. 连续 一 致 有 界 的 函数 空间 作为 线性 子 空间 连续 好 嵌 人 到 S CR 中 ， 
在 这 个 意义 下 广义 函数 可 作为 连续 函数 概念 的 推广 . 

广义 函数 的 定义 很 抽象 ， 它 具体 由 一 些 什么 元 素 构成 呢 ? 下 面 的 定理 
给 出 了 每 一 个 广义 函数 是 一 个 缓 增 分 布 ， 即 无 穷 远 处 缓 增 的 连续 函数 及 其 有 
限 次 微分 后 生成 的 函数 . 


定理 3.6 SCR") 上 的 线性 泛 函 1 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 存 在 正 实数 CC 与 正 整 数 
kım € Z, 使 得 
ligsC > pag» Υφε QI". (3. 4) 
[e| cb, |Blszm 
UE 由 (3.4) 导出 连续 性 是 显然 的 , 我 们 只 需 证 明 由 连续 性 导出 IC) 的 
估计 式 (3. 4) 即 可 ,由 于 i 是 连续 线性 泛 函 , 因此 对 于 SR) 中 的 任意 收敛 序 
列 o, — e ἰ(φι) — ἰίφ). 下 面 使 用 反 证 法 . 


令 


B, =| p € SR"); 2; DOES 


a|--iBlxim 
则 Bm C B,. 因此 存在 常数 C > o. pom m, 使 得 
ι(φ]κο, Vo€ Bn. 
否则 V EZS N, Vm, 存在 ov € B 使 得 | ISO >N. 由 此 Y 正 整数 
N, 存在 pn € ΒΒ,» Υπι[ξίβ|ἰ(φν)!ΞεΝ. 由 于 SCR") 是 Frechet 空 间 , 选 
Bion) 的 一 个 在 SCR) 中 的 收敛 子 列 py 使 得 py (x) 收敛 于 某 个 p € SR), 


39 


» 调和 分 析 与 小 波 入 门 


这 样 就 有 o € SR fig --ο5, 与 /是 连续 线性 泛 函 数 秘 盾 . 


令 


ἱρί- 2] papp Yp ESR). 
lal +p sm 


FE, V0 o € SR y=lel e E B,. 因此 , Ip Clel. κ 
下 面 介绍 分 布 的 几 种 运算 
I 平移 运算 Tp: (ra 办 一 (sr ip) 
2” 反射 运算 ~: (p) = uY). 
这 两 种 运算 可 以 包含 在 更 广泛 的 变 元 变换 中 . 设 Τ. Κ' 一 R ETAR 
性 变换 ，| det TT| 是 变换 工 的 Jacob 和 矩阵 的 行列 式 . 上 述 ( 1) 和 (ii ) 对 应 的 行 
列 式 为 1. 一 般 的 变 元 变换 T. SR -> SRO 由 下 列 方式 定义 : 
Top) =F T y) p) — | det T| «Γιφ(Τν)). 
上 述 的 可 逆 线 性 变换 还 可 以 推广 到 无 穷 可 微 的 可 逆 变 换 . 
3” ἘΠΕ * : (u*quD =u pp), Yola) € SR”. 
卷 积 运算 具有 很 多 好 性 质 . 比如 ， 对 于 平移 算 子 re 有 
cf * 8) = (taf) * g =f * Tag. 
还 比如 广义 函数 的 支 集 性 质 . 广义 函数 p(x) 的 支 集 supp e Go 是 这 样 定 
义 的 : 
x € supp p(x) € 存在 x KRR V, 使 得 V fGO € CY O2 有 
(p(x) ,f(x)) =0. 
对 于 广义 函数 φίχ) 的 支 集 suppeGO 有 如 下 性 质 : 


命题 3.1 如 果 卷 积 fx g 存在 , 比如 其 中 至 少 有 一 个 属于 SR), MA 
suppCf * g) C supp f CD supp g. 


证 (0D 假设 FE sR"), g E SR"), E xo € suppCf * g). AA 
supp f(x, —y) 一 Xo — supp f, 
supp f(x — y) gCy) C supp f(x, — y) N 5αρρρί(γ)» 
所 以 
(f x DG) =| f(xo — DgQDdy. 


supp f(xg—») N supp gy) 
WMR χο € supp f CO supp 6» 那么 supp f(xo — y) N supp g(y) =Ø; 从 而 
f * g(xo) —0, Kik suppCf * g) C supp f CD supp g. 
(2 假设 fE€ SCR")，gES QR», WR x € supp f CO suppg; WAF 
在 xo 的 邻 域 V 使 得 
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(V. — supp f(y)) N suppe) =Ø. (3.5) 
A^. Yh E CVa) A 

(f * gh) — (gx fih) m Gif * h), 
因此 supp f * ^ CV, —supp f. 由 (3.5) 知 (fxg,h) —0. 这 就 是 说 ，zo € 
supp f * g. || 

4^ 微 商 运算 D 是 如 下 定义 的 : 
(D*u,g) — C- 1)" G,D?4». 

它 具 有 如 下 不 同 于 通常 微分 的 性 质 : 


命题 3.2 C) 每 个 广义 函数 均 是 无 限 可 微 的 . 
Cil) 广义 函数 的 偏 导 数 与 求 导 的 顺序 无 关 . 


证 COD 每 个 广义 函数 均 是 无 限 可 微 的 是 因为 实验 函数 是 无 限 可 微 
Bj. 实际 上 , Vu € SR), Vp € SCR")， 有 
(D*u,g) —(— 1)" (u,D?g). 
由 于 D"p € SCR")， 可 知 D'u 仍然 为 S R 中 的 一 个 元 素 . 
Cil) 广义 偏 导数 与 求 导 的 顺序 无 关 是 因为 实验 函数 偏 导数 与 求 导 的 顺 
序 无 关 . 
下 面 我 们 计算 几 个 典型 的 分 布 : 


命题 3.3 (|) $ 


0， 如 果 工 二 0， 0, wk r <0; 
Inz,-— 0x) 一 
lnz, 如 果 工 二 0， 1, Je x0, 


AA Vel) € SR) 有 
1 [ο φία)-- φ(0)6(1-- zx) 
Cnr, p= 9 dz. 
(ii ) 对 于 赫 维 赛 德 函 数 
1, EX 之 0， ttt, X40, 
0, 其 他 ， 


C 4B 3C H9 WO Gr onion). 
ritst)9m, 


H Cti sast, £n) -| 


1 

GD 4 r— Gi tritt, A AEn 维 空间 中 单位 球面 
2 2 2 

的 面积 ， 当 了 之 3 时 ， 对 于 Laplace 算 子 A 一 2 4-2 4c - 2 有 
daxi οστό ox, 
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E —— (n— 2)Ω,δ(α). 


证 Ci) Υφία)ε SOD 有 
(In z42',9) —— (nz, 9^) = 一 | nz 9 (xz) dz 


=—lim| Inz g'Gdz. 
运用 分 部 积分 法 ， 
[nz p(x)dr ——9(e) Ine -Γ eq, 

又 因为 

1 oo 

— e(0) Ine =| eO». -[ (2θ(1-- αλ. 

e T € κα 

ΤΕ, 


(Inz42',9? =lim| eC) — 9G) Ine - |" ?€2—e»ea αχ] 


x 


-[7 eG ο 
0 
Ci) 对 于 赫 维 赛 德 函数 类 似 上 面 的 方法 可 得 到 实际 上 ,利用 分 部 积 
分 法 , 有 
9” 9o eo n 
(zz az Heo) 一 (一 Df -f μη, (x)dz, dz, 


ο Jx Jz 
一 人 一 ρα (f. FP da) 


Ξ-φίο). 
AD 根据 分 布 定 义 有 


(a-ze) = (ap) = -[45 ;dv — lim AE dv, 


ε-»0 J rze T 


用 ds 表示 球面 + 一 e 的 面积 单元 , 对 最 后 一 个 积分 利用 Green 公式 有 
NL A PA w-| * ar mast) e; ar pud. 
HIT rM 为 调和 函数 , 有 | pa dp 一 0, DO r=e 时 


l — 2m 9 1 — —n 
pg ， Jr 2 TT a λε! ， 
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zz sorae W 


这 样 当 e — 0 时 有 
-- 9g l | — og 
N ος τὰς ——en, 220), 
| 0$ -ds ~- a- Dap), 


于 是 就 有 人 3 ----ἀπδία). 
5^ 分 布 也 可 以 定义 Fourier 变换 ^ Y, F: 
(4,9) = (4,9. (3. 6) 
这 样 定义 的 Fourier 变换 有 如 下 性 质 ， 
命题 3.4 Ci) 对 于 Ll 函数 ， 由 (3. 6) 定义 的 Fourier 变换 与 第 二 章 定义 的 
Fourier 变换 是 一 致 的 . 
Cii) 1 的 Fourier 变换 为 8 AX. 
证 (i) Vf€L!,g € SQ), 根据 分 布 的 Fourier 变换 定义 ,有 
VA ESTAS οπου. dy d£. 
交换 积分 顺序 ， 有 
d) = [rove ay oa». 
于 是 , 根据 分 布 的 定义 就 得 到 ( LO 的 结论 . 
([} 在 分 布 意义 下 , 当 上 一 0 时 ，Gauss A% etu 收敛 到 函数 1. 此 


Gauss 函数 的 Fourier 变换 为 Gauss 函数 (x 站! )2 OE ; 当 t 一 0 时 , 它 在 分 布 
意义 下 收敛 为 6 AR. 
我 们 不 要 觉得 分 布 难以 捉摸 , 其实 分 布 的 Fourier 变换 仍然 是 分 布 : 


命题 3.5 FS’(R") 一 S CR"). 


证 根据 定义 ， Vu c S'(R», Vy € SOR"), 有 
Om» =u, d). 
由 于 FSR”) C SR), TA & ARKE S R) 的 一 个 元 素 . 
对 于 任意 的 分 布 xE S'(R"), 令 w=F (zz:) ,自然 有 we 5 R. 下 
面 证 明 u 必定 表示 为 ww 的 Fourier 变换 . 实际 上 ， 
(Fw) — Go, Fy) =(F( 


Fg) —GCc-—— SFO» 


(2π da) fce )” 
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=(%, FO» = (u, —— FO» 


Qr)” (2π)” 
一 lu, F7! (Fy)). 
根据 Fourier 变换 的 逆 公 式 有 FIY) = 二 gy, 因此, u= Fw. || 


3.3 分 布 的 单位 通 近 与 Littlewood-Paley 分 解 


S QR 中 的 分 布 在 一 点 可 以 没有 意义 ,但 是 可 以 利用 光滑 函数 逗 近 来 处 
理 . 我 们 知道 存在 实 值 函 数 p € SR) 满足 [p(x)dx 1, Vi 0, 4 


«aevi. 
根据 前 面 的 知识 , 对 于 一 个 具有 紧 支 集 的 Li 中 的 函数 u, 我 们 知道 w (x) 一 


u* p(x) 是 在 任意 的 x € κ’ 有 定义 且 点 点 无 穷 可 微 的 函数 ,对 于 分 布 , 我 
们 有 


定理 3.7 对 于 SR) 中 的 任意 分 布 ,存在 一 列 点 点 无 穷 可 微 的 函数 
zi (xz)， 在 分 布 意义 下 当 L 上 -> 0 时 w(x) KAIDA u. 


证 下 面 证 明 在 分 布 意义 下 w(x) —u * o, GO KAEA u, 也 即 证 明 ， 
V) € SR”), 4 r1 0 BE. ERE Quo pp) > usg). 
4 $G0 =pl x), 对 于 任意 固定 的 J € SR), 对 于 任意 固定 的 ga,p € 
N”, 我 们 有 
lx DPE, « 9G | + ly GO Hs < Capg (3. 7) 
Ze * DBy G) —3 050908] Dhy o. (3.8) 
另外 , 我 人 有 Cx pp — Q5 40 — Qs d * 9 — 40. 根据 前 面 证 明 的 分 布 
的 缓 增 性 质 , 存在 &,m > 0, Vy € SR) 使 得 
| usy) | id Σ IP DP læ; 


al<k, ἰβ| 
因此 有 
upp- pC 2 |x"D'(g,*o—Jl. 
la| «b, IBl m 
WEG. D 和 (3. 8)， 得 到 我 们 所 要 求 的 结论 . | 


前 面 的 分 布 也 称 为 非 齐 次 分 布 , 不 考虑 :一 oo 的 情形 ， 有 时 我 们 还 需 考 
虚 齐 次 分 布 , 这 时 需要 考虑 上 -> co 的 情形 ， 齐 次 分 布 空间 5 (R*)/P(R") 是 
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xix smaze { 
指 广义 函数 模 去 多 项 式 , 即 在 
SR ={f E sae. [zf dr =0, Va e n”) 


—(f € S(R); D*f(00 =0, Va ΕΝ”) 
上 的 分 布 对 于 i€ {和 ,2,…,n}), 定义 IP pa =a); Vi 之 1, 定义 


Ij? ϕ =f" 1 IP PCE ο τς Tn) dy. 
XFFa-—(a2; "75a? € N”, 定义 
Toy - Tuv. 
通过 分 部 积分 可 知 , y € S, RO. 那么 Lj € 5ια0). FENER 
命题 3.6 ”在 齐 次 分 布 意义 下 ， 当 上 -> ott, w(x) 二 ux gp 0. 
证 根据 定义 ， 
Cu * psp) — Got 


(73). 604. 
再 利用 (κ) Bn ΚΑΕ ΗΡΙ Eve ESI 
Ι,(φ»ῳ) = ; )ecodx 


... (E73) auo dr, 


KrBOD*95G0 € SR"), dap) GO € So R"). REAA u FAAAM A 
缓 增 分 布 , 有 
[ζω,]ι(φιφ))λκο P, ACA (3.9) 
IBI FAY I EN 
并 且 有 
y! D*I,(o,9) — C— 1) ell y f (Dag) (33 
如 果 |y| «c 4c, 那么 


LDI, Go.) ls L Cr cttm | | (DrI yx) | dx 


) (D'I,9) GO dx. 


< Claie, 


如 果 |y| 4 Η|χ| «DL, wa 
μαμα... ien)? <c (H!) zai. 
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于 是 ， 


-- ΓΒ 
ΤΡ 1, Cpp |< αι” η] (i-a) a+ [x dx 


HT Iyl? 
prende yP uae x D> de 
< Οι dal *lpl . 

因而 取 |w| > N AG. 9 右边 趋 于 ο. 

BMO 空间 在 微分 方程 和 调和 分 析 中 是 十 分 著名 的 齐 次 分 布 空间 ,， 它 的 
预备 对 偶 空 间 就 是 著名 的 Hardy 空间 . 

下 面 我 们 考虑 齐 次 分 布 ( 非 齐 次 分 布 在 下 面 的 讨论 中 令 N 不 趋 于 无 穷 大 
可 得 )， 对 于 一 个 分 布 εν uz, GO — uz, 00 点 点 有 意义 . 根据 定理 3. 7 和 命 


p> Cugi, (x) — uzm, (xX) ) — ug-n, (x) — uzm, (x) — u. 
-NSM 


这 也 就 是 说 ， u= uj. 实际 上 , Triebe 正 是 利用 这 样 一 种 方法 将 大 多 数 空 
间 分 类 成 Besov 空间 和 Lizorkin-Triebel 空间 . 

Littlewood-Paley 分 解 来 源 于 L^ 函数 的 Fourier 变换 的 二 进 组 合 ; L^ BH 
数 的 Fourier 变换 不 进行 组 合 时 不 依 范 数 收敛 , 但 对 其 Fourier 变换 在 二 进 环 
上 研究 是 可 以 的 . 

EFAA, 选取 g(x) 使 得 supp C (£ € Κ'. |E£|« D. 以 及 在 


EER lé) Exe 一 1 定义 
φυ(α) — 27D S (27H x) — 27" 5(2"x), 
TE, 就 有 了 定义 在 R" 上 的 函数 族 {p。(Cx))}。ez 满足 


9, € SR"), (3. 10) 

sppé C (£e R": 5 <27IEI< 2}, (3.11) 
l&«plzcoo, mier, (3.12) 
la^, QD Is 02315, Ἥ]α|5:0, (3.13) 
X $, (D —1. (3. 14) 


实际 上 在 研究 函数 空间 时 ， 上 面 的 5 个 条 件 不 一 定 要 同时 满足 这 里 不 
打算 详细 去 研究 函数 空间 , 仅仅 证 明 用 上 述 函 数 族 定义 的 齐 次 Besov 空间 和 
齐 次 Triebel-Lizorkin 空 间 不 依赖 于 函数 族 的 选择 . Lebesgue Zs [8] L^ 是 特殊 
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的 Sobolev 空 间 , 在 p 关 2 时 不 是 Besov 空 间 , 但 是 Holder 空 间 、Bloch 空间 、 
Zygmund 空间 均 为 Besov 空间 . 
定义 3.4 称 f ES(R")/P(R") 属于 Besov 空间 B4 (—69 a «0o, 0< 
Ρο ο »]* «ος 


在 未 证 明 上 述 定义 的 空间 不 依赖 于 函数 族 的 选择 前 ,不妨 将 函数 族 {p。} 
定义 的 S RO /PQR') 中 元 素 了 的 Besov 范 数 记 为 | fll bes R Besov 空 


间 记 为 Bog. Peetre 曾经 证 明了 By* 与 函数 族 {g,) 的 选择 无 关 . 与 函数 族 

(φι) 的 选择 无 关 即 相当 于 : 

定理 3.8 对 满足 (3.10) ~ (3. 14) 条 件 的 两 组 不 同 函 数 族 {g。} 和 {yg,)}， 有 
| flags ~ 17185. 


证 证明 的 关键 想法 是 利用 两 组 函数 的 Fourier 变换 支 集 均 在 环形 上 ， 
于 是 , 利用 Fourier 变换 在 无 限 和 与 有 限 和 之 间 转 换 . 
由 相似 性 ， 只 须 证 明 存 在 只 依赖 于 (3. 10) ~ (3. 14) 中 的 常数 C 之 0, 使 
得 
| Bes S C| fl bep Vf € bog, 
但 根据 定义 有 
ου. ο Jg 
注意 到 性 质 (3. 14), 8 2s * 了 一 人 因此 当 0 二 9 二 oo 时 有 ( 当 g-oo 
时 作 相 应 改变 》 


Iflos =| 25 7 pr (Dp) |,) | 


ο ο... 


根据 性 质 (3. 11) o, 和 ye 的 Fourier 变换 的 支 集 性 质 ， 仅 当 [|v 一 v | 专 2 
时 才 有 po * du * ΠΑΟ. 因此 有 


| 7| Bis D (27 
vcZ 


1 
9 


i 
g 


2j e * gy *f|,) | 


|[υ-υ|--2 
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x3 | 一 


«c[X(z* Σ lev fl) ] 


νε |υ-υ|--2 


«c Xm X dn) 


ΕΖ |υ-.|--2 


ΟΡ (21g flp) '] 


Tv€EZIv <2 
1 
ΡΟ lg * fla) |" 
νε 
«οἱ logs. 四 
Triebel 改变 了 Besov 空间 积分 和 的 求 和 顺序 , 将 序列 的 LP) 范 数 变 
ELEU) 范 数 , 在 20 世纪 70 年 代 系 统 地 研究 了 Triebel-Lizorkin 空间 . 
Triebel- Lizorkin 空间 包括 Sobolev 空间 和 Bessel 势 空 间 等 . 


i 
q 


定义 3.5 4k fE S (RO/P(') ΕΤ Triebel-Lizorkin [i] FYI (—oo <a < 


l 
ο μ.μ... 
υΕΖ 


P 


Triebel 曾经 证 明了 Foa 与 函数 族 {p。} 的 选择 无 关 . 在 未 证 明 上 述 定 义 
与 函数 族 的 选择 无 关 之 前 , 不 妨 将 函数 族 {p。) 定义 的 S RPR 中 元 素 
f B] Triebel-Lizorkin 空间 范 数 记 为 | {| jog， 相应 的 Triebel-Lizorkin 空间 记 


为 FR. SEROR p) 的 选择 无 关 即 相当 于 : 


定理 3.9 对 于 满足 (3. 10) ~ (3. 14) 条 件 的 两 组 不 同 函 数 族 {gp,) Άπίφν), 
有 
| fles Mf es. 


证 ”证明 的 关键 想法 是 利用 两 组 函数 的 Fourier 变换 支 集 均 在 环形 上 ， 
这 样 利用 Fourier 变换 在 无 限 和 和 有 限 和 之 间 转 换 . 
由 相似 性 ， 只 须 证 明 存在 只 依赖 于 (3. 10) ~ (3. 14) PHARCO, 使 
得 
lflgs xClflgE:) VAE Fog. 
但 根据 定义 有 


工 
les =| (D2 1p, f1)" 
YEZ 


Ρ 
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注意 到 性 质 (3. 10, ἜΣ yy * /二 f. 因此 , 20- qc co NHC q= 
v€z 
co 时 作 相 应 改变 ) 


Ulis m | om de (Los «ἡ ΜΙ 


νου 


根据 性 质 (3. 11) "» 的 Fourier 变换 的 支 集 性 质 ， eile vec 
时 才 有 pv * gy * 了 不 为 0. 因此 有 


Wiss ο ου” E 


|v— [s 


«οσο. Ὁ ieri 
υΕ7Ζ --2 


lov | 


1 

ο 2) ps 1], 
vEZ LAE 

«ο](Σ X mjw TOHI 
vE Z|v—v |xz2 


«οι EGIT ο. 
VEZ 
« C] Fl keg. a 


Dy 习 X 


1, 对 于 分 布 f(x) ESR, 同样 存在 f. ESR) 使 得 当 s,t 一 0 时 ， 
XEM XX fuf. 
提示 : 实际 上 , 4 p(x) 为 在 单位 球 上 取 值 为 1、 两 们 的 单位 球 外 为 0 的 
SCR”) FER, 900 为 支 集 在 单位 球 上 积分 为 1 的 SCR") 中 函数 ; 4 
φ.(χ) =pl), pix) τε "90 1x). 
于 是 , NC fuam (p. f * pa), supp f, CBO, 2! +D B. {ει € SR"). 利 
用 


EDS hm SC 2 |x*D'4l, YuE SQ, 
la| <k, [Bl im 
证 明 ， 


(1) eff. (实际 上 ， (Gp, f — fou) — Cf. (p, Du); 由 于 当 s 一 0 时 ， 
[χ“ῬΡίφ, --Ί)ι]., 收敛 到 0， 即 得 所 需 结 论 . ) 
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D fae >p. ERE, Ga pf w 一 (gsfyux Pu; BTX 
t—> 0 时 , |x*DPCu * 9, llo KRKE 0, 即 得 所 需 结论 .) 


2. Απ ας tt, λίγ) 是 支 集 在 [x 一 asa 一 x] 上 的 函数 ,在 支 集 上 


24—1 
} , 


十 co 
ACy) =be αν [ hGndy—5. 


xta 


4D = κωνᾶν, eG =sino(z -- 3-2) coso(z — 2H 


H), ua 


pa) —e(5)— 9o. 
证 明 ; Oc 9G « 1, p) € SR), ΜᾺ Vx 50 κ... 
3. 如 果 对 于 任意 的 pE SR) Ἡ u(g) — J plk), 证明, u € 5 (Κ’). 
4. 给 出 一 个 满足 如 下 条 件 的 分 布 u E αυ. 
up -[9à, pE SR, Hg(0) 一 0 


进一步 发 展 


近 几 十 年 插值 空间 、Q 空间 、Morrey 空间 、 乘 子 空间 等 被 广泛 研究 . 更 
为 广泛 的 函数 空间 参见 [38],[49] 和 [80], 特别 是 [49] 在 本 章 的 两 组 具有 三 
个 指标 的 Triebel-Lizorkin 空 间 和 Besov 空 间 的 基础 上 , 对 这 些 函 数 空间 系统 
地 做 了 进一步 推广 和 研究 . 从 我 们 目前 的 工作 发 现 , 还 可 以 用 小 波 和 其 他 技 
巧 整合 成 两 组 6 个 指标 的 函数 空间 . 我们 知道 一 般 的 广义 函数 不 能 定义 乘 
积 , 但 是 利用 小 波 , 可 以 更 仔细 地 定义 原来 很 难 定义 的 两 个 相当 一 般 的 分 布 
的 乘积 属于 这 种 推广 的 空间 中 的 元 素 ,这些 分 布 的 乘积 在 Triebel-Lizorkin 
空间 和 Besov 空间 中 本 来 是 无 法 定义 的 . 它们 在 微分 方程 、 量 子 力学 、 非 线 
性 分 析 和 调和 分 析 等 理论 和 应 用 上 都 具有 重要 作用 . 
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第 四 章 正 交 二 进 小 波 


小 波 自 20 世纪 80 年 代 成 形 以 后 , 经 历 了 一 个 突飞猛进 的 发 展 过 程 . 
19904F Y. Meyer 与 R，Coitman 合 作 撰写 的 《小波 与 算 子 》 的 三 卷 本 (第 工 卷 
和 第 Π HEY. Meyer 写 的 ) 是 国际 上 小 波 分 析 方 面 的 第 一 套 系统 性 著作 . 
小 波 随后 传人 中 国 ，20 年 后 的 现在 , 国内 小 波 方 面 的 著作 其 多 .小 波 分 析 在 
函数 论 、 算 子 论 、 偏 微分 方程 、 概 率 统计 、 非 线性 分 析 、 分 形 、 群 论 , 数值 分 
Fr. 图 像 处 理 、 信号 传输 、 数 据 压 缩 、 边 缘 探测 ,量子 物理 、 量子 化 学 、 波动 
力学 、 医 疗 领域 、 密 码 学 , 等 等 方面 都 有 着 重要 的 应 用 . 我 们 乘坐 的 有 卫星 
导航 的 车 , 网 上 的 文字 、 图 像 、 声音 , 大 家 越 来 越 离 不 开 的 手机 ， 几 乎 全 与 小 
波 有 关 . 可 见 , 我 们 每 天 至 少 间接 地 在 与 小 波 打 交道 . 

小 波 本 身 的 一 些 基 本 概念 包括 : 多 分 辩 率 分 析 ， 小波 基 , 框架 结构 ; 小 
波 包 , 区 域 上 的 小 波 ; 小 波 构造 , 小波 数值 算法 ,小波 分 析 性 能 ; 窗口 
Fourier 变换 ， 局 部 正弦 基 , 局 部 余弦 基 ; 等 等 ， 本 章 介 绍 由 若干 个 小 波 函 数 
的 二 进 平移 展 缩 生成 的 正 交 小 波 . 

前 面 介 绍 了 单位 逼近 和 Littlewood-Paley 分 析 , 我 们 注意 到 这 样 一 个 事 
实 : 将 一 个 分 布 u RARA Du; ΒΗ, wu; 并 不 属于 固定 的 空间 Wj， 


Littlewood-Paley 分 析 只 有 对 频率 的 局 部 性 , 并 没有 对 空间 变量 的 局 部 性 , 这 
在 理论 上 和 应 用 上 都 带 来 一 些 不 便 . Gabor 还 试图 用 窗口 Fourier 变换 来 获 
得 某 些 特殊 性 质 .“ 试 图 证 明 即 使 改进 Littlewood-Paley 分 析 后 , 我 们 仍然 无 
法 使 得 级 数 > u; 中 的 wj 属于 某 个 癌 定 的 空间 W;” 自 然 就 成 为 一 种 猜想 . E 


是 Meyer 院士 在 做 这 件 事 时 发 现 了 出 乎 意料 的 事情 , 得 到 了 相反 的 结论 . 虽 
然 早 在 1910 年 Haar 就 发 现 了 后 来 以 他 的 名 字 命 名 的 Haar 小 波 , 随后 还 有 一 
些 零 星 的 正 交 小 波 发 现 , 但 第 一 次 大 批量 产生 的 正则 且 正 交 的 小 波 却 是 
Meyer 的 这 些 工作 . 不 过 小 波 这 个 名 称 却 不 是 Meyer 取 的 ,这 一 名 词 来 源 于 
Elf-Aguitaine 小 组 在 勘察 中 对 收集 信号 的 处 理 , iE T. Morlet 在 用 反射 来 研 
究 地 震 的 工作 中 给 出 的 . 他 们 使 用 了 可 允许 的 连续 小 波 , 并 邀请 数学 家 为 他 
们 的 工作 提供 理论 依据 . 
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那些 工程 师 们 的 工作 在 应 用 上 为 小 波 的 迅速 发 展 给 足 了 人 气 ， 他 们 改进 
的 传统 的 计算 方法 每 次 在 计算 机 上 实现 效果 很 好 , 但 从 理论 上 没有 严格 的 数 
学 理论 做 支撑 , 指导 进一步 的 算法 的 发 展 ; 每 次 都 得 在 计算 之 后 才能 判断 其 
效果 , KEPS AIEEE. 幸运 的 是 Meyer 和 他 的 学 生 Mallat 建立 了 工 
程 数 学 的 金字 塔 算 法 的 严格 数学 基础 ， 这 标志 了 真正 的 多 分 辩 率 分 析 概 念 的 
诞生 . 接着 Daubechies 在 多 分 辩 率 分 析 概 念 的 基础 上 用 人选 代 的 方法 大 批量 地 
构造 了 具有 紧 支 集 的 小 波 . 加 上 样 条 小 波 的 发 现 等 , 这 些 构成 了 小 波 的 初步 
的 理论 框架 .现在 绝 大 多 数 情况 下 , 小 波 基 是 通过 多 分 辩 率 分 析 或 更 一 般 的 
投影 算 子 理论 来 构造 的 ; 而 且 在 相当 弱 的 条 件 下 , 一 组 小 波 基 也 可 以 对 应 一 
个 多 分 辨 率 分 析 . 正 因 为 如 此 , 在 本 章 我 们 首先 介绍 多 分 辨 率 分 析 的 定义 及 
几 个 例子 ; 然后 研究 怎样 构造 多 分 辨 率 分 析 ， 即 研究 尺度 函数 和 滤波 函数 与 
多 分 辩 率 分 析 之 间 的 关系 ; 最 后 研究 怎样 通过 多 分 辩 率 分 析 来 生成 小 波 基 . 
有 了 严格 的 数学 基础 后 , 各 行 各 业 的 专家 就 明白 了 他 们 的 信号 图 像 、 各 种 各 
样 的 数据 和 算法 在 应 用 上 代表 的 真正 含义 . 


4.1 多 分 辩 率 分 析 的 定义 与 几 个 例子 


小 波 基 的 构造 大 多 按照 一 个 通用 的 程序 来 进行 , 这 就 是 多 分 辩 率 分 析 ， 
它 是 1986 年 前 后 由 S. Mallat 与 Y. Meyer 在 改善 金字 塔 算法 时 共同 创造 的 . 
让 我 们 回忆 一 下 Riesz 基 的 定义 . 设 ΗΕ Hilbert 空间 s 6ρ»6] »" ές 
是 H 中 的 一 列 元 素 . 如 果 存 在 两 个 常数 C” > C > 0, 使 得 对 所 有 数列 αὐ, 
apes 

1 1 

c( 211)! 入 | > 和 cm (4.1) 

成 立 ， 且 使 得 (4. 1) 成 立 的 有 限 和 > are 在 HH 中 稠密 ， 就 称 60 »61 »*** €i," 
k 


是 互 中 的 一 组 Riesz 基 . 这 也 就 是 说 , f£4E— S HAN 的 同 构 上 映射 T, 使 得 
7 Te, = E} >’ 
其 中 s, 表示 向 量 ， 它 在 第 & 项 的 分 量 等 于 ]， 其 他 项 的 分 量 都 是 零 . 
下 面 给 出 多 分 辩 率 分 析 的 定义 及 几 个 例子 . 


定义 4.1 LR) 的 一 个 多 分 辩 率 分 析 是 L?(R") 的 一 列 单调 上 升 的 子 空 间 
ViGEZ)， 它 们 具有 以 下 性 质 : 


Q NV =), U V; &L'Q PAR; 


52 


第 四 章 ” 正 交 二 进 小 波 « 


© Vfc€L* (Ro, Vje Z, fœ) € V; o f 2x) € Vias 

© VfFc€L'(RO, Vke Z, di [(α) Ε V, o6 f-k Ε νο; 

© 存在 一 个 函数 glx) € Vo, 使 得 g(x 一 Kk) (Kk € zZ 是 空间 Vo 
的 一 组 Riesz X. 


TEES @ 中 的 g(x) 也 称 为 尺度 函数 . 


定义 4.2 Cio ORY 的 一 个 多 分 辨认 分 析 ViG € 7) 是 正 交 的 ， 如 果 对 
于 满足 图 的 函数 gCxz) 有 g(x 一 Kk) (k € Z7) 是 空间 Vo 的 一 组 正 交 基 . 
(1) 对 于 非 负 整数 r，L2(R") 4—^22B05t24 V,GC2 是 
r 正则 的 ， 如 果 可 以 选择 满足 ὦ) 的 函数 g G0, 使 得 对 所 有 多 重 指标 @ 一 

(αι τας ν'' ναι) Clal xi 及 任意 整数 MEN 有 
l22g C(x) | CO H lx D. (4. 2) 


511 iV, 由 所 有 在 [k,k 十 1), keZ ERRER L 中 的 函数 构成 ， 
V, — (fix). f € Vy). 

则 {Vj} EL CRO 的 闭 子 空间 的 增加 族 , 性 质 @ 由 前 儿 章 的 函数 逼近 知识 
得 出 ; @ 直接 由 Vj; 的 定义 得 出 ; @ 直接 由 Vo 的 定义 得 出 ; 至 于 图, Rel) 
—Xto,5 GO 为 L0,1) 上 的 特征 函数 , 则 {gp(z 一 8)}iez 是 Vo 的 标准 正 交 基 , 此 
WHV) Zo 没有 正则 性 . 由 此 而 得 的 小 波 基 是 Haar 基 ， 它 是 小 波 最 早 且 最 简 
单 的 例子 . 这 时 , 我 们 回 到 二 进 蒜 论 的 情形 , 不 考虑 集合 方面 , 在 函数 方面 ， 
多 分 辩 率 分 析 就 作为 二 进 蒜 论 的 变化 出 现 . 

例 2 reZ, $ 


glz) —Xt05,D * c * X to,D (α) , (4. 3) 
其 中 *…* 表示 > 次 卷 积 . AA ga) 是 一 个 支 集 在 [0,r 十 1] 上 的 属于 


~ 一 

C 一 (R), 且 对 于 &E [0,7] N Zo 是 局 限于 [有 ,十 1] 上 的 > 次 多 项 式 ( 这 可 

由 归纳 法 知 , 其 中 Xto.1) * Xto,1] 二 ZX [0.1] (z) + (2— x) Xr1,2 Gr. 8V, 是 

由 {g(z — 2), ERKL OO. 的 闭 平移 不 变 子 空间 ， 
V;—(0f(Zixfe€eviez 

容易 验证 Vo C Vi. 实际 上 , ΝΕ) € Vo 有 fa) = 22g — b). 利用 


Fourier 变换 有 
^ 一 -1 ^ _ —i 463) 分 
HO = Pare HES (e) =( Zae «) ΠΠ 
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M wesssamn 


HTAR g Cx) 的 Fourier 变换 为 > 十 1 个 特征 函数 的 Fourier 变换 的 乘积 , ΒΗ 
此 有 


i£ 
于 是 
RO [enn M 
~ 一 2 ) 一 M h,e 2 
&($) ( IKC 
如 下 定义 b: 


300352 三 ( Mae *) ( Daret). 
k k k 
MM br € L, fi) —2» bg (2x — k), 这 就 导致 f(x) € V4. 
k 
对 于 性 质 @, 注意 到 
[Doc ola - Dae el 


1 


3 
114-π.π} 7 


=|| 322.67 | ΣΣ 1c 21? 
k a 
于 是 ， 函 数 
5 IEE + 2πα) |* — | ae] |61-2πα| 2. 
由 于 对 于 任意 的 6E [--π,π], 0 697" |? | e| 777 界 于 两 个 正 数 之 间 ， 
Πα — 67577 |29) Et 2ra ?7* ERE, GSC 8 2 |? 是 
a0 a 


上 下 有 界 的 . 从 而 {g(x — 25), Ἢ Νο 的 Riesz &. 
至 于 性 质 QD. Shir) 是 由 Fourier 变换 
e - i 
£ Σ) 846 + 2kn)]? 
k 
定义 的 函数 ; 8 gjalt) — 23 g (27x — k), hj μία) —2Íh(Qiz — k), 以 及 
Pj; (x,y) =) gja Th; OD. 
k 

那么 f(x) 在 V; 上 的 投影 己 ; 由 

Pf G) — P, G3) dy 


所 定义 . 由 前 面 介 绍 的 单位 逼近 和 其 他 一 些 技巧 知 道 , 24 j roo EP; 趋向 
于 单位 算 子 ; j 一 一 c 时 Pi 趋向 于 零 算 子 . 这 超出 了 本 课程 的 范围 , 这 里 不 
54 


第 四 章 正文 二 进 小 波 {{{ 

予 详细 证 明 . 

此 时 {Vj} 和 有 7r 阶 正则 性 . 由 此 而 得 的 小 波 基 是 x 样 条 小 波 基 , 它 有 广 
泛 应 用 . 

例 3 (Shannon 小 波 ) ”定义 Vo 为 L2(R) 的 如 下 闭 子 空间 : 

Vo={f ELR: supp 了 C [--π.π}). 
定义 Vj 为 Vo 的 2- 伸缩 , Bp 
Vj;—(f € LR): f(2?x) € Vy) 
—(f € LER): supp C [--2ὐπ,2π]). 


这 说 明 {V;} 是 增加 族 ，Shannon 的 取样 定理 说 明 g(z) = EIE 使 得 


(gGc — O), 构成 Vo 的 标准 正 交 基 . 实际 上 ， SB GR D a eye o (e) 


的 Fourier 道 变 换 ; 同时 不 | e e dr =ô, 

如 果 f) EN Vj, 我 们 对 fC) 作 Fourier 变换 ， 知 道 Jo 是 任意 的 
2}2π 周期 函数 ， 因而 只 可 能 为 0. 对 于 稠密 性 ， 运用 反 证 法 ， 如 果 不 成 立 ， 则 
存在 非 0 的 L? 函数 F(z), 使 得 对 于 任意 的 V; 中 的 L? PRORA GO Ἢ 

(fx) ,hG)) =0. 
取 Fourier 变换 有 
(OG) , RC) --ο. 
Bt A 359 V; 的 基 函 数 知 六 6) 为 0, 从 而 f(x) 一 0， 这 就 导致 矛盾 . 

虽然 例 3 中 的 g 是 光滑 的 , 但 在 无 穷 远 处 衰减 性 不 够 ， 故 不 正则 . 

下 例 是 例 3 的 正则 化 修正 , 是 由 Meyer 在 研究 Littlewood-Paley 分 析 时 
发 现 的 . 

例 4 (Meyer 小 波 或 Littlewood-Paley 小 波 )” 令 0(6) 是 一 个 无 穷 可 微 紧 
支 集 的 实 值 个 函数 , 在 | 一 等, 等 | 上 为 1, 在 | 一 等 ,等 | 外 为 1, oco B 


6 (82-8 (2x—£8 =l, ΥΕΕ [0.2π|. 
4 βία) Ἢ 00) 的 Fourier Άρα. 因为 


(gG gi — i» - [18co e ae [ 33 10E 20 | ?ew de, 
XM |a + 2πα) |? =1, 所 以 


(gG g(x — ἆ))τ-δοι. 
故 {g(z 一 8)); 是 它 生成 的 财 子 空间 Vo 的 标准 正 交 基 . 
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» 调和 分 析 与 小 波 入 门 


注意 到 0( 对 ) 在 [一 等 ,等 | 上 为 1, 帮 存在 C~(R) 的 4r 周期 西数 LO 
CERE OCE) 的 4x 周期 光滑 延 拓 ) 使 
KO =DE); VEER 


这 说 明 , 若 定义 V 二 {f(2iz): fE V9) j € Z, WU) 是 增加 族 . 

运用 单位 逼近 知识 和 例子 2 中 同样 的 原理 知道 性 质 D RE. 

例 4 中 的 多 分 辩 率 分 析 {V; } 对 任意 正 整数 - 均 是 ~ 正则 的 多 分 辩 率 分 
Wi. 以 上 介绍 的 都 是 一 维 的 多 分 辩 率 分 析 , 下 面 介 绍 如 何 通过 一 维 的 例子 构 
造 高 维 的 情况 . 

例 5 (高 维 情形 可 通过 张 量 积 来 构成 ) PUV s 一 1,2,…,n) 是 


L? (R) 的 使 Vi 有 Riesz d£ (g Cc — b) h 的 多 分 辩 率 分 析 , 则 可 定义 Q νι 为 
f= 2) eTIgG;—52: >) lal! < 


k—Q per R s=] k— p S) 


定义 
ὦ Vj — (iz 2n, Iz: f EQ Vi]. 


易 知 Q Vi ALERO 的 多 分 辩 率 分 析 .建议 大 家 自己 去 逐 点 验证 . 

注释 “在 小 波 之 前 , ΑΛΛΗ 了 p, -~ 了 类 似 于 多 分 辩 率 分 析 , 但 我 们 
不 知道 Ax o, 具体 属于 哪个 空间 ,以 致 在 应 用 和 计算 上 造成 不 便 ， 多 分 辩 率 
分 析 中 克服 了 这 个 缺点 ,为 理论 和 应 用 建立 了 某 种 联系 ， 在 分 析 分 布 的 性 能 
时 采用 的 是 Littlewood-Paley 分 析 的 技巧 , 考虑 类 似 F* pr: — f * pz 的 差 . 下 
面 我 们 将 看 到 在 小 波 中 是 用 小 波 基 来 处 理 的 . 


4.2 尺度 函数 与 渡 波 函数 


多 分 辨 率 分 析 具 有 和 良好 的 逼近 性 能 , 并 且 是 以 有 限 元 的 一 种 新 的 形式 出 
现 的 . 与 传统 的 有 限 元 方法 相 比 ,小 波 提出 了 网 的 相 容 性 . 其 实在 应 用 上 ， 
在 小 波 提出 来 之 前 就 使 用 了 此 观点 . 著名 的 金字 塔 算法 指出 可 以 将 数据 过 滤 
成 低频 部 分 和 高 频 部 分 , 这 就 是 说 , 对 于 Via 中 的 一 个 数据 


Τζακ) 2} αμαικΦ Hr OO, 
kez" 


TARV 中 的 一 个 数据 和 另 一 空间 W; 中 的 一 个 数据 . 不 过 这 些 应 用 方面 
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的 专家 无 法 从 理论 上 说 明 他 们 的 算法 是 否 行 得 通 ， 其 实 它 的 严格 化 可 以 从 尺 
度 函 数 、 面 具 和 滤波 函数 的 关系 来 给 出 ， 
假设 (p(x 一 让}iez 构成 Vo 的 一 组 基 , (φί2χ--Κ))χεσ' 构成 Vi 的 一 组 
dk, Vo C Vi, 那么 存在 {di }rez 使 得 
pa) =2" S dig (2x — Κ). (4. 4) 


kez 
这 里 d, 也 称 为 p 的 面具 . 将 (4. 4) 用 Fourier 变换 的 语言 来 描述 可 得 
PO =| 2 Σ) dipr — etas 
kez” 


„E ΜΙ . 
一 Dahi] 2rg (2 — oe C$ dx 
kez" R 


这 里 mo (E=) de" EH (d) 定义 的 2r 周期 函数 , 它 称 为 对 应 的 滤波 函 
k 

数 . 之 所 以 称 之 为 滤波 函数 是 因为 它 像 一 个 时 间 不 变 系 统 的 频率 相应 函数 ， 
这 样 的 系统 使 得 输出 信号 的 Fourier 变换 是 输入 信和 号 的 Fourier 变换 与 一 个 由 
系统 决定 的 函数 的 乘积 .其 函数 起 滤波 的 作用 ,因而 叫 滤波 函数 ， 这 个 系统 
MER. m (O 也 称 为 面具 {di) 的 符号 ， 下 面 介绍 一 个 正 交 的 多 分 辨 率 分 
析 {V;} 的 滤波 函数 等 相关 函数 所 具有 的 性 质 . 

id EE 二 { 方 体 [0,1J” 的 2" 个 顶点 ) --{0,1)". 那么 g(x) 与 mo(E) 具有 
如 下 性 质 ， 


定理 4.1 设 {Vj) 是 一 个 正 交 的 多 分 辩 率 分 析 , Φίξ) 与 mo GOD 都 连续 ， 则 
(1) Φ(ξ)--[Φ.Φ](ξ)-- Σ) AE + 2naD |? 是 下 半 连 续 的 ， 且 


acz 


DE)=1, Vae. € R”; 


Ci) lm trr)? =1, VE € [Ox]; 
y»€ E" 
(1) ]g(00|—1, mo (0 =1, φ(2πα)--0, Va € ZW0); 


CGV) #ọ ELIR), πὶ $1o(x — I --ῷ), a e x € R. 
kez” 


证 CIO 考虑 2n 周期 函数 Φίξ) 的 Fourier 变换 : 
ο dë -- | φίξ + 2ra) | 2ε-“ξ ἀξ. 
做 变量 替换 ,得 到 
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CS dE = ^ 2 ikë 
| 9658 P KOIK 


ez 2xo-H 0, 2x]" 
- [18x let ag. 
对 Φίξ) Εκ Fourier ἈΠΕ μα, 得 到 
| „pP OTE d -- Qao" GO gc — E). 

再 由 多 分 辨 率 分 析 的 正 交 性 有 

(plx) »φίχ —k» —Óo,k- 
Τὰ, 根据 Fourier 变换 的 知识 ， 一 个 2x 周期 的 函数 的 Fourier 变 换 系 数 只 有 
在 天 为 0 时 不 为 0,， 即 几乎 处 处 为 常数 ,因此 Φίξ) 几乎 处 处 为 常数 1. 


要 证 明 Φίξ) 是 下 半 连 续 的 ， 即 证 明 
Eme zo). Vé € [0,2π]". (4. 6) 


注意 到 对 于 任意 €o。 € [0.227 5|) | oo. 则 对 于 任意 s> 0, 存在 N 
使 得 
D [EE 十 2ra)|2 > Φίξ) --ε. 


lal <N 


由 ᾧ 的 连续 性 知 存 在 邻 域 Ue 使 得 
Σ 1g 2:01? 260) —2, VE € Us. 


la | <N 
DE) 5: Φ(ξο)--2ε, VECUs. 
因此 (4. 6) 成立, 对 于 Φίξο) 一 ce 可 同样 证 明 . 
(D med me(S)mxem κ 
M ΙΦ(ξ-2πα}|7-- Ὁ) [m (Ene) 
acz acz 
注意 到 w Ε Ζ' 可 以 用 唯一 方式 写 为 
&—2Bp--v,. BCZ',»cCE, 


代入 有 
$18 2x20) |? — >) πιο (& vx) Í D 
acz »€z pez 
is FH Cio 的 结论 有 
9) mo (& 十 vx) 
vez 
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2 


&(& vx 2a) | 


2 
=], Vae£&cR. 


zog ελ] {{{ 
Cli) 假设 8(0) —0. 重复 使 用 (4. 5), 有 
jo è 
4D = [[m(275»(Q7 6. 
je 
注意 到 |mo (CE) | c 188 Φ(ξ) 的 连续 性 , 令 jo 一 十 co 就 得 到 
PE =0, VEER. 
这 与 {4p(x — 10), ÆR V FA. 故 $(0) 天 0. 
再 由 ᾷ(6) 二 mo (020 Ai 
mo (0) —1 =m (2ra), Va ΕΖ. 
由 于 Va € ZNO Æ 
Pit πα) = Tim (2 72xg)g(2xa) --Φ(2πα), 


TE, Qna) 0 将 导致 0) --οο, 与 (0) «-1 ΖΗ. 

ΤΊΠΕΗ|φ(0}|--1, ἘΠ | φ(0) | «- Φ(θ) « 18 Φ(ξ) 在 E 一 0 连续 ， 
知 存在 0 二 6,e <1 ERE [mco BE | gGp | «e. 

由 结论 (ii )， 利 用 归纳 法 有 

| gi | mo 78) |*d£ = G0". (4.7) 
实际 上 , 利用 周期 性 ， 我 们 有 
Js. PD. It |mo Gr 8) | ds = E mo Gr" a6. 

将 积分 区 域 等 分 成 » 个 方 体 并 进行 变量 替换 ， 就 得 到 


一 3 2 
| 2 π|" - I [mo (3 6) | 


Σι], »40,2/ «] Almo | mo (2 1) | Σάξ 
ΕΕ, T 


= νη "T i" | mo (2^6) |? 2 | mo (27€ + νπ) |? d£. 
利用 性 质 (i ), 得 到 


| RE TI Im abita =f Μπι ἀξ. 


ΑΜΑ Απώ ICI MEK j 转化 为 层次 ) 一 1 的 情形 ， 
| ΠΕΙ (2E) | "ag = =Í. TT Imo (238) |? d£. 


—M y 5x 
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D τος 
Vj € Ν, 反复 运用 (4.5)， 有 


"n DOE: am IT ims 2E) |*| ECE) |? d£. 
运用 对 ᾧ(0) 的 反 设 , 有 


7 
^ 2 4 2 
PACO ape lime E»|?d£ 


HER 
2 一 
ej uos .J Im? 2E ἀξ. 
再 运用 (4.7)，, 我 们 有 
2 n 
rd d£ « εὖ (2π)”. (4. 8) 
—n > -π 2 — 
Guy] A ER |. 16 t 
此 与 (4. 8) 矛盾 . 
GO 由 于 D 1pCx 一 和 |E Ι1{ο,17") 是 几乎 处 处 收敛 的 级 数 ， 
kez 
D pak) 的 Fourier 系数 为 
kez 
Ὁ (x — loe ἱταχ ἂχ = M GO e σαχ dx =C ra), 
[27s κεΖ' | ioa? ? 
因此 
Spak = 2)φ(2παδε ὅσα, Ya ex ER" 
kez acz 
由 于 φί2πα) 只 在 a —0 HEF, AH 
Doak) =W), VaexcR. i 
k 


注释 ”对 于 双 正 交 的 多 分 辨 率 分 析 有 相似 结论 ,不 过 叙述 和 证 明 更 为 复 


» 


下 面 我 们 来 看 滤波 函数 与 尺度 函数 的 关系 . 
定理 4. 2 ”给 定 一 个 2rZn" 周期 的 连续 函数 mo (D — due ™ 3E mQ(00 一 
k 
1 和 >，|zo( 十 pr)|2 一 1， 并 且 在 点 态 意义 下 可 以 定义 出 连续 函数 
»€ E, 
Tee H 
gU -—[[mqQ?b. VEER", 
1-1 


么 有 p(x) Er. 
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παν rx-su4s UK 
证 首先 由 pE 的 定义 有 
I; ZEE FIGIT: 


J 
στο us LE Ims 71197017. 
[一 2 x,2 n] ---} 
再 由 mo CD) 的 性 质 有 
j 
、 5s 2 = n 
LJ. y uas ime | = Cn". 


由 控制 收敛 定理 有 
IEE) [11 < Quo. 

因而 p(x) € L?. ε 

下 面 研究 滤波 函数 生成 正 交 多 分 辩 率 分 析 的 充 要 条 件 . A. Cohen 是 一 
位 著名 的 年 轻 数 学 家 , 他 在 Y. Meyer 指导 下 以 很 短 的 时 间 完 成 了 他 的 博士 
论文 , 然后 到 美国 跟 I Daubechies 做 了 一 年 博士 后 , 回 到 法 国 后 他 申请 到 了 
法 国 数学 实力 很 强 的 巴黎 六 大 的 教授 职位 ，2002 年 数学 家 大 会 邀请 他 作 了 
45 分 钟 的 报告 , 与 会 人 群 挤 到 了 报告 厅 外 面 的 走廊 上 . 下 面 首先 看 看 以 他 的 
名 字 命 名 的 一 个 条 件 : 


定义 4.3 (|) R 中 的 一 个 紧 集 K 被 称 为 同 余 于 [一 x,xj”", 如 果 区 的 测度 
IK|—-(O)" B. VEC [mn], dg € KRENE 2π7”. 
Cl) mE) € Οἱί-- xn] 3 € Cohen 条 件 ， 如 果 存 在 与 
[一 x,xj” 同 余 的 紧 集 KK, 以 0 为 内 点 , 使 得 
inf(| mg(2765|: j 21, 6 € K) Z2 Co 7 0. 


定理 4.3 给 定 一 个 nZ 周期 的 连续 函数 mo(E) — S due "5X πιο(θ)-- 
k 


1 和 >)|ro( 十 wr)|2 一 1， 并 且 在 点 态 意义 下 可 以 定义 出 连续 函数 
yc E, 


Toc . 
DO = [Γπιο(2 1), VEER, 
j=1 


那么 有 
CIO 如 果 m CD 满足 Cohen 条 件 ， 则 {g(x — 0), 标准 正 交 ; 
CH 反 过 来 , (pc — k) EERE) 连续 , 则 mo CD 满 
A. Cohen 条 件 . 


证 明 思想 ”对 于 ( i ), 我 们 首先 构造 一 列 标准 正 交 的 函数 (oj (x — k}, 
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D 调和 分 析 与 小 波 入 门 
然后 利用 Cohen 条 件 证 明 这 组 函数 的 Fourier 变换 被 Οᾷ (6) 控制 ,由 此 得 到 
结论 ， 对 于 ( ii), 我 们 利用 G0) —1 找 出 一 个 正 整数 A MAREX, 使 得 其 
中 的 有 限 项 之 和 大 于 六， 从 而 对 于 任意 的 5 € [一 x,xJ" 均 存在 范 数 小 于 A 的 
整数 大 使 得 | 人 (5 十 2kx) | 大 于 给 定 正 数 ; 由 此 可 以 构造 同 余 于 [一 x,zx]" 的 紧 
集 K. 再 利用 一 些 函 数 在 K 上 有 正 的 上 界 推出 滤波 函数 满足 Cohen 条 件 . 

证 COO 首先 类 似 于 前 面 的 证 明 有 , GE — [Dm G^ xo CO 的 
Fourier 变换 满足 T 

[1$ leds = (208o Vk€ Z, jz0. (4. 9) 

然后 利用 Cohen 条 件 证 明 在 亚 ELFA EPE). 实际 上 , EF 90D R 

&H $0) — 1, 就 存在 正 整数 j 使 得 VE C Ko Sm jS DI l. 由 于 


j 
$4 = [Im G^5$765. 
s=1 
运用 Cohen 条 件 有 VE € K, 1900 | 2 C0. FE, VE € VK, 
1g 78) | 2 C0. 
这 就 是 说 ， 
(| «ΙΙ, νεεκ. 


运用 (4. 9) 就 得 到 标准 正 交 性 . 
i) 由 条 件 有 Φίξ) =l, VE 于是, 对 每 一 个 & € [— x]. FEE 
数 As 使 得 
D E+ z 3, 


I| Ag 
HFE 的 一 个 邻 域 Us 使 得 
ο ο. 
lkl SA; 
由 于 [一 yz” FEA RAHU; Jose , 令 A= max Ας, ， 就 得 到 
D PEHA ml. vg eE [ra]. 


Ik A 
Xk xc A, $k —0, 再 按 任 意 方式 排列 剩 下 的 为 k2,…,kmx. TÆ, VEE 
[nsn], Ik E (ky ks sky) 使 得 


|Φ(ξ + 2Κπ)|Σ zm 


, Vg €U;. 


1 


dl ϱἳ 
2M Ci. 
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第 四 章 ” 正 交 二 进 小 波 t« 
4 Si 一 人 Ε [^x]: F1 31P- 1092 则 0 为 Si 的 内 点 ; 11322, 令 
一 1 
S; -(& € Lxx —U Si: 1G 2 |> Ci}, 


根据 后 s cy 的 选取 ，[ 一 ,xJ" τα... 


K =U (Sj 十 2k; π) ᾽ 
pu K 与 [一 rz] 同 余 . 
由 mo(0) =1 m CE) 的 连续 性 知 , 存在 原点 的 一 个 邻 域 使 得 对 于 任 
EXE CU Im Gm l. 于 是 ,对 于 紧 集 K, 存在 jo 使 得 当 s > jo 时 


inff | mg (27£)|. E ε Κ) 5... 
再 利用 |8CE)| 在 KK 上 有 正 的 下 界 , UR| EDE | EK 上 有 正 的 上 界 知 ， 
Jo - E [E | 
I Imot ξ)| IF EPI 
在 K 上 有 正 的 下 界 . 由 于 Viso Im 7D | 在 K 上 有 正 的 上 界 1, 并 
且 乘 积 有 正 的 下 界 , 因此 Vl ες ο, [m (2E) LEK EGERIT FAR. Καὶ 


4.3 小 波 基 


小 波 基 的 概念 并 不 只 局 限于 正 交 基 , 它 可 以 包含 双 正 交 基 , 甚至 是 框 
架 . 但 作为 一 入 门 课程 , 我 们 只 介绍 正 交 小 波 基 . 根据 简单 容易 的 人 门 原则 ， 
我 们 首先 介绍 一 维 空间 的 小 波 基 , 然后 介绍 通过 张 量 积 和 对 坐标 的 旋转 可 以 
得 到 高 维 的 小 波 基 . 这 里 指出 高 维 的 小 波 基 实际 上 也 是 通过 一 维 空间 的 小 波 
基 的 张 量 积 和 对 坐标 的 旋转 得 到 的 . 另外 ， 大 部 分 小 波 基 是 从 多 分 辨 率 分 析 
得 来 的 , 特别 对 于 正 交 人 小波, 20 世纪 90 年 代 中 期 Lemarié 用 投影 算 子 的 方法 
证 明了 稍微 有 正则 性 的 小 波 基 和 尺度 函数 可 以 相互 推出 , 且 具 有 相同 性 质 ; 
但 在 不 具有 任何 正则 性 的 情形 存在 例外 . 大 约 十 年 前 ， 人们 又 证 明了 非 正 交 
的 情形 即使 具有 正则 性 也 有 例外 . 作为 启蒙 课程 , 我 们 不 从 投影 算 子 出 发 研 
究 , 而 从 滤波 函数 及 多 分 辨 率 分 析出 发 来 介绍 如 何 构 造 小 波 基 . 

首先 看 一 维 情 形 . Hm c Ζ 是 一 个 非 负 整 数 .对 于 一 个 实 变 量 的 孙 数 
pa), YjEZ,kEZ, $ 


ja CD --2ξφ(2!α — k). 
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}} 调和 分 析 与 小 波 入 门 


如 果 φ(α) 满足 下 面 性 质 , PR m 正则 的 小 波 

(a) Zim-—0, ΚΙ oC) EL” RN; Zim z 1, JU p 及 它 的 直到 m 阶 
的 导数 都 属于 L7 OD; 

(0). pa) 及 其 直到 m 阶 的 导数 在 无 穷 远 处 都 是 速 降 的 ; 


(Ὁ Xo kem, 有 | zty(z)dz 一 0 


(D 函数 组 {yj,; Gr) jez, sez 构成 LCR) 的 一 组 正 交 基 . 

实际 上 , 条 件 (d) 保证 了 小 波 在 分 析 我 们 面临 的 对 象 时 有 简单 算法 ; 条 
件 (c) 保证 了 分 析 光 滑 函 数 时 系数 的 快速 衰减 性 ; 条 件 (a) 和 (bp) 保证 了 从 小 
波 系数 可 以 很 好 地 恢复 原来 的 对 象 . 


4 W,—f—31a,9;4 GO: (αι) € δ), 则 得 到 ZL2(R) 为 一 组 相互 正 交 
k 


的 空间 的 直 和 : L^ (RO —OW;. 对 于 JE L^, g X aj, =S pj) 在 L?(R) 
意义 下 下 式 成 立 : 
fG) = $aj45; a GO. (4. 10) 
jk 


M f(x) € L? (1 p« oo) 时 (4. 10) 还 有 效 , [EE p=1 πὲ oo 时 不 再 能 用 
小 波 系数 的 绝对 值 的 某 种 组 合 来 反映 其 范 数 . 实际 上 , EL ML” 这 两 个 空 
间 中 不 存在 无 条 件 基 . 

当 小 波 是 充分 正则 时 ， 小波 可 以 分 析 缓 增 性 小 于 小 波 正则 性 的 任意 齐 次 
分 布 和 非 齐 次 分 布 , 但 需要 使 用 不 同 的 基 , UH SEP E. 在 介绍 
多 分 状 率 分 析 {V;}; 时 ,其 中 有 一 个 假设 是 这 些 空间 的 交 为 0, 并 在 L R) 
中 稠密 前面 我 们 在 介绍 单位 逼近 时 分 析 了 在 非 齐 次 分 布 时 只 考虑 上 -~ 0 的 
情形 , 在 齐 次 分 布 时 同时 考虑 1 一 0 和 上 ~> co 的 情形 ， 对 应 地 , 在 考虑 
Littlewood-Paley 分 解 时 的 单位 分 解 也 有 类 似 的 不 同方 法 . 

上 面 的 基 是 为 齐 次 分 布 而 构造 的 . 首先 我 们 看 f(x) 恒 为 1 时 , f 的 所 有 
小 波 系数 都 是 零 , 因此 (4. 10) 的 右边 每 一 项 都 恒 为 零 , 其 和 自然 为 零 . 这 与 
左边 为 1 矛盾 . 相当 多 的 学 者 认为 导致 这 一 现象 的 原因 是 工 ” 没有 无 条 件 基 ; 
其 实 并 非 如 此 , 这 是 由 于 在 齐 次 分 布 的 意义 下 , 常数 1 是 其 中 的 零 元 素 ， 而 
我 们 上 面 的 基 是 为 齐 次 分 布 而 作 的 . 如 果 把 1 看 成 不 为 零 元 素 的 量 , 就 必须 
在 非 齐 次 分 布 的 意义 下 ; 这 时 为 了 避免 1 为 零 元 素 这 种 情况 , 我 们 要 使 用 与 
非 齐 次 分 布 对 应 的 基 . 注意 到 对 尺度 函数 φία), 小 波 基 由 pak) (G € 2) 
H gjel) (430, ἐξ Ζ) 构成 , 用 这 组 基 分 析 恒 为 1 的 函数 f(x) 就 不 会 出 
MA. 10) 中 出 现 的 荒 廖 结论 . 

来 源 于 多 分 辨 率 分 析 的 尺度 函数 g 也 称 为 父 小 波 , 而 小 波 y 称 为 母 小 波 . 
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第 四 章 ra- {{{ 
从 母 小 波 和 滤波 函数 的 性 质 出 发 很 难 精确 回复 父 小 波 的 各 种 性 质 ; 但 从 父 小 
波 出 发 则 可 较 好 地 回复 母 小 波 的 性 质 . 
定理 4.4 RV) 是 由 p 生成 的 正 交 多 分 辩 率 分 析 ， 对 应 的 滤波 函数 为 
mo (5 = Ddre εξ, (d,) € P. ᾱ- 
k 
m (6) —e *mo(--:) — ΣῚ di, C D*e?€*, (d) EË. 
k 
ἘΧφία) 为 
ie =m ($)$). 
Jl {pja Cc)) 构成 L?(R) 的 标准 正 交 基 . 
对 于 一 个 正 交 多 分 辨 率 分 析 {V;}), ΦΥ) =V; QV;. MEA L? ORO) 的 
正 交 直 和 分 解 L? ORO —OW;. 于 是 , 为 得 到 L?(R) 的 标准 正 交 小 波 基 ， 只 需 
找到 y € Vi, 使 得 {y(z 一 有); 构成 Wo 的 标准 正 交 基 . LETERE W 
的 标准 正 交 基 , 为 简化 记号 , FEARR Wo 的 标准 正 交 基 . 利用 尺度 方程 的 
Fourier 变换 和 滤波 函数 的 性 质 ， 从 Fourier 变换 的 角度 来 做 这 件 事 . 
已 知 存在 工 :([0,2r]) 中 函数 mo (OO — δικα ^ 满足 
' n 


$08 =m HPE, mO =l, 
[m CO |? + ]πιρ(ξΗ-π}|}--1, Va. e. € [0,2x]. 


要 在 V, 中 找到 一 个 92D 使 得 pa) | Vi， 等 价 地 ， 要 使 得 内 6) L 
(V_1)“. 我 们 从 


1 

Va 一 [2 Xos($ τε) : τει) € d 

出 发 来 描述 (V_ 0^. 实际 上 ， 
Va^ ={ Dore $0 --πι(2ϱ)ῷ(28) =m m OPE: 
k 
mG) € 12(Γ0,2π)). 
待定 yx) = Dibia — k), {δι} € P 相当 于 待定 
k 


à(Q —LKO0g$«QD,. LE € L*((0,2x D. 
IL VD “的 充分 必要 条 件 是 


| mGOm(G (IG BE =0, Vme) € L CO2). 
将 积分 区 间 变 到 L2k&r,2(E 十 D], 并 进行 变量 替换 , 得 到 在 [0,2x1] 上 的 
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D) 调和 分 析 与 小 波 入 门 
积分 : 
ls ? jn GP OID 之 | eC + 2πα) |?d£ —0,. Ym) € L*([0,2x p. 


由 于 $G-2222|? —1, a. e£; 则 上 式 等 价 于 


| m GDm, GG) de —0, VmCG) € LH (0,2x D. 
由 于 mOO 的 周期 为 x， 则 有 
|. επι (26) (mo DIG + mo (E+ KE dg —0, 


Vm) € L*([0,2x D. 
由 mE 1Ε[0,π] 上 的 任意 性 ， 上 式 等 价 于 
mo (GIC 十 mao E+ π)ἰ(Ε-Γπ)Ξ-0, a e € € Or). 

因此 寻找 使 6 LO 的 问题 便 转化 为 寻找 向 量 (L(6) ICE D , 使 它 与 
已 知 单位 向 量 Gmo CD) ,mo CEH- 10) EZ. 不 妨 假设 规范 化 (!(6) ICE 00 为 单位 
HE. 这 就 是 说 ， 当 已 给 定 二 阶 复 矩 阵 第 一 行 的 单位 向 量 (zro (6) ,mo CE 3-00) 
后 , 如 何 扩充 它 使 之 对 a.e. 成 为 丁 矩 阵 . 

将 解 待 定 为 (LC(&) ,LE 十 r))， 既 然 mo (6) 与 mo (ξ-1-π) 对 a. e.& 不 同时 为 
0, 故 存在 2x 周期 函数 A(&) 使 得 

IG) =A πιρ(ξ-Γπ), a. e£. (4. 11) 

它 来 自 于 £O mO T- IG T 30 mo C d $0 —0, 于 是 


ο KD p KE 
AG) πε τὸ ms 


， a. 6. ξ. 
ACO 显然 满足 
ACD FACE) 一 0， ae ξ. 

这 说 明 ACE) 的 Fourier 展开 式 中 只 含 奇 次 项 系数 ， 即 

ACO =e ule, υ(ξ) 为 2r 周期 函数 . (4. 12) 
RZ, 所 有 由 (4. 11) 和 (4. 12) 定义 的 函数 1&), 规范 化 所 得 的 单位 向 量 便 给 
出 西 矩阵 扩充 所 需要 前 第 二 行 向 量 . 在 所 有 可 能 中 取 由 (8) —1(00 9CO 定义 
的 φία) 满足 W2 ylz — 210), 构成 的 规范 正 交 系 . 这 等 价 于 


τ... ο αρ s 2 _i2ke 
2 (Gg 21) dz ΝΗ eit ge 


EDU ^ 2 i2kE 
κ᾿, 2219-01 eit de 


-δο.ε:, VkÀCZ (4.13) 
于 是 导出 
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第 四 章 zx-saa {{{ 


ΣΊΦ(Ε!-πα}|3--1, aeg. (4. 14) 
acz 
由 于 有 
Σ1φ(ἑ1-πα}|1-- Ὁ} | (28) I? [mo lEt xa 4-7 |? | CE H- πα) |? 
αςΖ ας2Ζ 


ο +5) 
afl E 
=|| m EH + | mo CO | 7), 

BERI | mo CE 30 |? t [mo CO |? —1 f (4. 14), SC υ(26) |? — 1. 

在 所 有 可 能 中 取 v(6) 2 1, 就 有 

m E) =e" m (E+ x). 

H (D — I (CO GD ELH φ(α) ME φ(α) € Wa HAVZ φ(α — 2/0), HIR 
规范 正 交 系 . 

现在 断言 {Y2 Wz 一 2/0), ÆR Wa. 实际 上 ，(4.11) 0 (4.12 对 
(WD ETHER. 对 700 € (W_1)“^ 有 

FO --υ(28)ε myG OEO --υ(2Ώφ(8) € LR). 

由 于 (4. 13) 和 υ(26) 是 周期 为 x 的 函数 ,导出 结论 . 

再 令 Pa) 一 20(2z)， ᾧτε =m; ($) ΠΕΣ , Π Ψία) 满足 

OD (FG — E)), 是 Wo 的 标准 正 交 基 ; 

(2) (QiwQz—0D) EW, 的 标准 正 交 基 . 
再 由 UV; 的 稠密 性 得 到 定理 结论 . 

下 面 研究 高 维 小 波 基 . 对 于 高 维 情 况 , 我 们 也 可 以 按 上 面 的 方式 归结 为 
一 个 2" x2" 本 和 矩阵， 给 定 一 行为 {mo (E Two ) ve (ο, 1) , 求 其 他 2"—] 行 的 问 
题 . 但 这 里 我 们 利用 一 维 小 波 来 生成 高 维 小 波 . 

H D’ (κ) 记 一 维 小 波 的 父 小 波 , 用 e! GO 记 一 维 小 波 的 母 小 波 . 对 于 
Xx —(rjr2,*,r,) E R” 和 e 一 (Ge) € {(0.1}᾽, 15 


p(x) = [[ 5G». 
i=l 
HAER” — R” MGE. 记 @4 (x) --δε(Ακ). 对 于 任意 的 j ΕΖ, kc, 
记 04,429 0*(Ax --Κ). 令 
I —((e. I. ες (0.1) {0}, k € 2"), 


A, —lGoj,):e€ (40,1}”"\(0}, ; EZ, k € Z^). 
那么 我 们 有 
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定理 4. 5 (DR, jk ej ΕΑ, EL? CR”) 的 一 组 规范 正 交 基 . 


证 首先 注意 到 B44 GO 的 整 平移 生成 某 个 Vo, Wi Vo 的 二 进 伸缩 生成 
L R 的 正 交 多 分 辩 率 分 析 . icd 


Wo =V QV». 
AUS ERES] (6$ ener 为 Wo 的 一 组 规范 正 交 基 , 这 就 得 到 所 需 
结论 . |] 
Mesa 
1, 给 定 


|p(z)| 委 CGI 二 zl ，VYN>>0， 
[ze Cz)dr =0, VOsxcaxm. 


4 ρα) - eG | φίν)άγ. Vs 之 2， 4 PoG)-—IOGO p) (x). 证 明 : 


Ieo <C at leh, Vl<s<m, N>0. 
2. 给 定 plx), 90 € SR"), ΨΟ-«Ρρ-ίοο, 证 明 : 
D Ifl x Cl 7}; 


1 
(2) | Σια” Ὁ], «o(2 VIDI 


3. SET 0 < N « m, 96 E Τ HR πι ENKADRE ajoe 和 
(675) ;oea. att, py m (DIS, 071. 证明: 
22427 EN 
4. 在 一 维 中 给 出 一 个 正则 的 Fourier 变换 具有 紧 支 集 的 正 交 小 波 φία), 
并 证 明 ; (22 (27x — E) juez WR 12 (8) 的 正 交 基 . 


έ 一 | i-j' (ΗΝ 
las rr IS CNZ ΤΩ 


小 波 的 进一步 发 展 


小 波 构造 的 通用 算法 一 般 是 从 尺度 方程 和 滤波 函数 出 发 先 构 造 尺 度 函 
数 , 然后 构造 小 波 母 函数 .连续 小 波 变 换 是 基于 具有 消失 和 矩 的 “好 函数 ”对 其 
68 


第 四 章 rx- {{{ 


他 函数 的 分 析 的 一 种 变换 , 对 这 种 变换 进行 离散 也 可 以 得 到 某 种 小 波 框 染 ， 

小 波 发 展 到 现在 , 对 于 二 进 小 波 , 它 的 很 多 性 质 已 经 分 析 得 很 透彻 了 ， 
比如 正 交 基 , 双 正 交 基 , 正 交 框架 , 双 正 交 框 架 , 小 波 包 , 对 称 性 等 . 几 年 前 
大 家 把 目光 对 准 了 多 分 辩 率 中 的 Ye 由 多 个 函数 组 成 , 并 且 是 非 二 进 的 情况 ; 
其 至 破坏 其 伸缩 性 (比如 状 小 波 ) 和 小 波 的 正则 性 以 适应 分 析 的 分 布 空 间 中 
所 处 的 状态 等 . 另外 是 考虑 与 具体 的 算 子 相 匹配 的 多 分 辨 率 分 析 , 在 分 布 空 
间 上 的 多 分 辨 率 分 析 ， 比 如 散 度 为 0 的 小 波 等 . 目前 在 欧式 空间 Κ' 上 具有 自 
相似 性 质 小 波 构 造 的 结果 已 经 相当 成 熟 . 

还 有 一 种 趋势 是 在 非 欧 氏 空间 上 建立 相应 的 结果 ， 比 如 在 Heisen berg 
TEL. 这 将 影响 该 方向 的 技巧 的 发 展 . 我 们 也 可 以 研究 Heisen berg 群 上 的 小 
波 基 , 还 可 以 研究 变 尺度 的 小 波 . 更 进一步 , 人 们 抛 开 V; 不 管 , 而 是 通过 一 
组 核 E;(x,y) 来 构造 对 侦 小 波 框 架 , 其 中 对 于 固定 的 ;, E; (x,y) 对 x 在 特定 
测度 下 积分 为 1, 对 y 在 特定 测度 下 积分 也 为 1. 由 此 可 以 考虑 一 些 度量 空间 
上 函数 空间 的 连续 性 , 

总 的 说 来 , 小波 本 身 的 构造 已 经 相当 成 熟 , 但 是 小 波 在 数学 理论 方面 的 
应 用 以 及 在 数学 和 其 他 学 科 的 应 用 上 还 有 很 多 工作 可 做 . 小 波 在 应 用 上 的 成 
功 也 是 有 有目共睹 的 ， 及 时 把 最 新 给 出 的 小 波 结构 在 数学 和 其 他 学 科 的 应 用 上 
进行 推广 而 形成 新 的 有 效 算法 也 是 大 家 关心 的 事 . 
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第 五 章 其 他 小 波 


上 一 章 我 们 介绍 了 全 空间 R" 上 由 二 进 平移 展 缩 生成 的 正 交 小 波 的 一 些 
知识 ,其 实 还 可 以 考虑 非 正 交 的 小 波 和 多 进 制 的 小 波 、 连 续 小 波 ， 甚至 小 波 
ER, 但 由 于 它们 在 处 理 技巧 上 都 具有 某 种 相似 性 , 在 本 课程 就 不 打算 深入 
涉及 . 这 些 都 是 在 整个 空间 考虑 的 , 而 实际 计算 中 我 们 只 能 考虑 区 域 的 情 
形 . 因此 , 本 章 首先 简单 介绍 一 下 区 域 的 小 波 , 更 进一步 的 知识 大 家 可 以 参 
见 [39] 或 其 他 参考 文献 . 任意 给 定 一 个 区 域 , 除 二 进 方 体 和 Haar 基 外 , 前 面 
介绍 的 全 空间 上 的 通常 的 小 波 基 均 不 可 能 分 成 支 集 只 属于 区 域内 和 只 属于 区 
域外 两 部 分 , 必定 有 第 三 部 分 小 波 基 , 它 的 支 集 必定 同时 与 区 域内 部 和 外 部 
相交 . 这 样 我 们 不 得 不 针对 区 域 的 情况 考虑 特殊 的 小 波 基 . 

其 次 , 在 经 典 平移 展 缩小 波形 成 理论 前 ， 人 们 使 用 加 窗 Fourier 变换 来 改 
善 Fourier 变换 没有 局 部 性 的 问题 , 因此 产生 了 很 多 的 技巧 . 在 5.2 节 , 我 们 
将 研究 一 个 针对 加 窗 Fourier 变换 进行 了 很 多 改进 的 特殊 正 交 基 一 一 
Marlvar 小 波 . 


5.1 方 体 上 的 小 波 


前 面 已 经 介绍 了 在 了 " 上 的 小 波 , 但 是 在 实际 生活 中 , 我 们 碰 到 的 对 象 可 
能 只 是 R" 中 的 一 部 分 ,比如 它 中 间 的 一 个 区 域 ， 当 我 们 给 定 一 个 区 域 时 , ΤΕ 
则 的 小 波 基 除了 有 一 部 分 基 的 支 集 全 部 在 区 域内 , 一 部 分 基 的 支 集 全 部 在 区 
域外 以 外 , 必然 还 有 第 三 部 分 , 它们 的 支 集 必然 与 区 域内 外 两 部 分 同时 相 
交 ，Meyer 曾经 提出 一 种 方法 来 给 出 一 般 区 域 上 的 小 波 基 ， 即 支 集 在 区 域内 
的 小 波 函 数 加 上 由 Gram-Schmidt 程序 正 交 化 的 部 分 . 但 对 于 小 波 基 的 这 个 
由 Gram-Schmidt 程序 正 交 化 的 部 分 , 已 经 无 法 用 与 其 他 部 分 一 样 的 方式 由 
单个 或 固定 数目 的 函数 的 平移 与 伸缩 来 生成 . 不 过 方 体 的 情况 比较 例外 . 我 
们 可 用 周期 小 波 , 它 具 有 类 似 R 情形 的 多 分 辩 率 分 析 的 概念 . 但 除 Haar 小 
波 外 , 基本 上 我 们 不 能 指望 不 同 的 V; 的 生成 函数 由 同一 函数 的 伸缩 构成 . 对 
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于 一 般 区 域 上 的 小 波 的 研究 与 区 域 的 几何 结构 有 关 ，, 讨论 起 来 相当 复杂 . 


令 


Z = {k = Cki sko tts ES) c Zi: Vi 一 1,2, O0 xk; x: 2) — 1). 


定义 5.1 (Vf) 称 为 一 个 L2([0,1]") 上 的 正 交 多 分 辨 率 分 析 ， 如 果 
{VE} 50 X L'((0,1]) 上 的 一 个 闭 子 空间 族 ， 满 足 
Φ Ην} 4 L'(o,1]) 上 稠密 ; 
© v$ácvtc:ecvice, 
© dimV? —2", 
D 存在 gj;(x) € Vi &ft(g; x 27K) ez 能 够 构成 VI 的 标准 
ΕΞ X. 


虽然 定义 5. 1 中 的 多 分 辨 率 分 析 可 以 不 依赖 于 我 们 以 前 学 过 的 多 分 辩 率 
分 析 , 能 独立 地 给 出 , 但 最 简单 地 给 出 其 存在 性 的 方式 却 是 通过 对 已 经 有 的 
多 分 辩 率 分 析 做 周期 化 得 到 的 . 

HEL R) 上 的 一 个 正则 的 正 交 多 分 辨 率 分 析 {V ))>o， 尺 度 函 数 为 
Φὺ (xz)， 小 波 为 { 瑟 5(x) ce to ovo SET TEX Z0, k € Zi, εξ {0,1}, 
定义 

PLOD = ΣΦ χία--ᾱ). (5.1) 
acz 

对 于 7 S0, 定义 

Vf =span( (PFE hrez)» W? —span(($A Jee (0,10) ez). (5. 2) 


那么 有 
定理 5.1 (j) 由 (5.2) 定 义 的 V? XL*([0,1]) .E 49 3E 3] Ἐπ $ 27 91 E 

A. 

Cii? (6$. Jec (0,1) M0), 12850, χε 在 [0,1]” 上 的 限制 和 [0,1j” 上 

$54 4E 8 δά — 328359 S L?((0,1]) 上 的 标准 正 交 基 . 
中 的 @,@,@ 是 明显 的 . TBI Diez 构成 V? 的 规范 正 交 基 . 

V f(x) € L'([0,1]5, 其 Fourier 变换 定义 为 

fnm) =f ， f GO e iiri dy, 
V f.g € L([0,1]), Fourier 逆转 公式 与 Parseval 公式 分 别 为 
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fx) = 3f (2ππι) ε- ἱδππα | 
Cg -| gf © BO dx = Σ)} Gum) βωππν. 
对 于 kE ZZ, 有 
0,p —i2xxm 一 0 —i2xxm 
fopi (Ως im dx IO dx 
—2-8 b? (2x2 m) e i252 km, 
于 是 , 对 于 大 ,1 € z, 运用 Fourier 变换 有 


=| 2ni GO of GO dx 


=j Σ |" (2x2 im) |?e i2n2 (k Dm, 
mcz 
对 于 任意 的 m E Z", 必定 存在 唯一 的 a € z 和 Pp € Z> 使 得 m =B 十 
2α. 将 此 代入 上 式 得 到 


lik L2 5 5 | B° (C2xa + 222? f) | ?ei2n2 DP, 
PEZ acz 


注意 到 97 16? Cna 7 222? p) |? —1, 我 们 有 


acz 


Ij, 772 nj Σ g ἶ2πὲ 7 Dp =o. 
Bez 
这 就 证 明了 规范 正 交 性 QD. 
Cil? 2847284 pU RT UER DS eono, rez 在 [0,1J* 上 的 限制 构 
R Vn OV? 上 的 标准 正 交 基 . 由 此 而 得 (ii ) 的 证 明 . I 
周期 小 波 不 能 分 析 函 数 在 边界 点 的 正则 性 , 为 了 分 析 边 界 点 的 正则 性 ， 
我 们 可 以 构造 折 秋 小波. 考虑 [0,1] 上 的 函数 Γία), 按 如 下 方式 延 拓 成 及 上 
的 周期 为 2 ΗΒ ΡΑΧΗ: 
FG) zd, 2m —1 xix xi 2m, 
fix—2m), 2m «x «i 2m 4- 1. 
然后 利用 周期 小 波 来 研究 , 或 者 如 下 写 出 周期 为 2 的 偶 小 波 ， MIENE: 


ol, G0 — E Σ) (aa — r) + gor—20)), k=0,1, 
42 ez 


"NC, — o ia Da — a) φιμία--2α)), 130,0 ἐς 2 
ας 


xx zeia UA 


5.2 Malvar 小 波 


经 典 平移 展 缩小 波 克 服 了 只 有 频率 局 部 性 而 没有 时 域 局 部 性 的 缺点 . 但 
Fourier 分 析 远 在 小 波 诞生 之 前 就 产生 了 , 并 且 工 程 师 们 也 想 过 一 些 方法 来 
补救 , 这 就 是 窗口 Fourier 变换 . 这 种 变换 仍 不 能 将 LT COR") 函数 表示 成 正 交 
的 函数 空间 的 直 和 . 在 1991 年 Coifman 和 Meyer 将 此 理论 发 展 为 局 部 正弦 基 
和 局 部 余弦 基 . 这 些 基 像 小 波 基 一 样 是 空间 的 固定 基 , 他 们 称 之 为 Malvar 小 
波 . 

给 定 一 个 严格 上 升 的 序列 a; G € Ζ), [518334 j too 时 有 a; Loc. 
4 I; 一 [ai sajn] 那么 1, 构成 及 的 一 个 划分 . 4 £j —aja — aj» 给 定 7j 为 
满足 如 下 关系 的 数列 : η; +y 委 必 .本 节 的 主要 定理 是 


定理 5.2 ”存在 一 列 C~(R) 中 的 函数 已 (6) 满足 关系 
suppb; (© C [aj — q; raja 一 TH 
并 使 得 下 面 的 函数 族 是 L? (R) νι 
b; mE) 一 TET | b, CE) sin ZH Br TTET αι)» 


j€Z,m-0,l,-. (5. 3) 


在 通常 小 波 基 的 情况 下 , 我 们 是 通过 滤波 函数 m C£) ἘΠ m3 (6) 之 间 的 特 
殊 关 系 将 L’ (R) 分 解 成 直 和 QW: 证 明定 理 5. 2 的 基本 想法 是 , 利用 区 间 
I; 上 的 钟 形 函 数 bO 和 带 有 极 性 的 投影 算 子 Pi 将 L?(R) 变 成 直 和 
e PrL?(R). 我 们 将 在 本 节 最 后 来 证 明 此 定理 . 

首先 介绍 区 间 I — [a.8] 上 的 钟 形 函 数 的 定义 . 


定义 5.2 ”对 于 满足 e 十 e <8 一 w iX. $ bree 为 了 上 的 一 个 钟 形 
函数 (在 无 须 标明 s,e ,工时 ， 可 简单 记 为 b 或 8)， 如 果 


suppb C [a — e, +e], (5. 4) 
228) --b(2a—£)—1, VEE α--εια--ε], (5.5) 
b(£) —1, VE€ [αἼ-ε»β--ε᾽], (5. 6) 


UG ἠ-δ}(2β--Ε}--1, VEE [6 一 e 8 十 e]. (5.7) 


无 穷 次 可 微 的 钟 形 函数 的 例子 可 如 下 构造 . 设 τῶ) 是 支 集 在 区 间 [ 一 e,e] 
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上 的 无 穷 次 可 微 非 负 偶 函 数 ， 使 | -CDd 一 到 . 令 (C -[ «od, RI oce 
是 无 穷 次 可 微 非 负 单调 增加 函数 , 满足 m 
|&O-0.E&-e KO-S. Eze (9 Τ0ς-θ--Σ. 


8 5, (8) = sing (5), C, C£) --οο5θ(ξ), 以 及 
(8) =b E) — S, E — 0C, C — B), 

可 以 逐条 验证 b1(&) 为 钟 形 函 数 . 实际 上 ，(5. 4) 和 (5. 6) 是 明显 的 .对 于 
(5.5), 注意 到 当 & € [ae 一 eye 十 es] 时 有 

bj —S,(£—a), bj(2a —D —S,(a — £). 
对 于 (5. D, EX SIM ΕΕ [8 一 e ,6 十 e] 时 有 

δι(8)--ο,(Ε--β). br E =C (8—é). 
于 是 得 到 了 钟 形 函 数 ， 

接 下 来 , 我 们 利用 区 间 石上 的 钟 形 函 数 呈 (2) 来 定义 投影 算 子 , 为 了 让 
两 个 相 邻 的 区 间 之 间 的 钟 形 函 数 导 致 的 投影 算 子 之 间 正 交 , 需要 考虑 钟 形 函 
数 两 端的 极 性 . S p= lop) € (一 ,十 电工 (CR) 上 的 带 有 极 性 p 的 算 子 
Pip (或 简单 记 为 PD 的 定义 如 下 : YFEL, 

Pif —b51 0) 7(8) + pibr CE) bi 2a — €) f Za — E) 
+ pbi CO bi 2g — 6) f C28 — Ε). (5. 8) 


4385.3 Pj 是 正 交 投影 算 子 , 即 P} =P; 和 PY =P}. 


证 SI =[e—e,a +e], Ts 二 [a 十 e,8 一 e’], I —(8—6 +e], M 
=Ù L. 将 函数 fog 分 别 限制 在 每 一 个 区 间 7;(i 一 1,2,3) E, 得 到 fug 
G—1,2,3). 在 每 一 个 区 间 上 验证 如 下 两 个 等 式 ， 

(Pp fig) = Pif PfPf, 1 

下 面 证 明 投 影 空间 PiL? 存在 无 条 件 基 . 为 此 记 S+ 为 集合 {0,1,2,…)， 
ii S. 为 集合 (1,2,…)}，Ve E (S HD, «ΕΒ, πΕ δ), id 


- ad WR o ——, 
u,(r)-— 
cosr, 如 果 p 二 十 ; 


n, TUR o 王 一 ， 
MOTEL gua 


对 于 任意 的 p7 (ρι 61) € (十 ， — , id 
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F? =F}, e =S, € LR), suppS, C) C [ae 一 ep 十 ec， Β 
s.c ΗΝ WR E E [aera tel, 
2S(28 一 全， WMR EEB]. 
实际 上 , 我 们 利用 FI 上 的 基 来 生成 Pi,pL? CO 上 的 基 . ia P^ — bOs e: 
S,(G) € ΕΡ}, 那么 有 


定理 5.4 (i) PL?’ R —F*. 
C) PrL,L' OO ARRERA: 


πρ; Cn) | 
br(é) (£—a) . (5. 9) 
Wir ere (η e- η], 


证 CD χι (OO 为 区 间 [c 一 s,8 十 es 上 的 特征 函数 . 对 于 任意 函 
数 g(6) ELR), S 
Sp CE) =b CO gGD Ἔριδιίδα-- Egla — 8) 
T ex1,." (Obr CR — Og(O— E. 
通过 验证 Sp (6) 在 [a 一 eye 十 e] 和 [8 一 se ,6 十 e’] 上 的 性 质 , 我 们 知道 
Sp (6) € F?. 由 于 Ppg CO —5 (OS, CO , 于 是 有 
Prp L? RCF. 
4 F(6) =b HOS O c F?, 则 容易 验证 Pr (O=O. 这 就 得 到 
F? C PrpL? R). 
因此 , 有 Prp L? R --Έρ. 
Ci) RAE., (5. 9) 中 的 函数 是 含 于 Py,pL?(R) 的 , 下 面 分 两 步 验证 
(1). 首先 验证 (5. 9) 中 函数 的 正 交 性 . Vn,n’ € Sp, > nz n, 


2 xp;CO np; (m) 
lin br Gu, (r E) [TI r Oua (22 r 6-20) 
(72 (e? 
EFE [1] 


2 προ (n) πρ; (n) 
=f rire [1| (一 a) )u sí [T] 


-[τ ΠΩ (£—a))u, ({--α)) ἀξ 


(Ε--α)) ἀξ 


Τὰ, 有 
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(1) 
| bi Gu, (P. (e a») 
[| | 1| 
ΓΞ, 7 


之 间 是 相互 正 交 的 . 
其 次 证 明 (5. 9) 中 的 函数 系 是 一 组 基 . 实际 上 , 我 们 知道 


2 προ (πι) 
Wir Cr απο), 


可 以 构成 ΕΙ 的 标准 正 交 基 , 于 是 , 得 出 (5. 9) — 


NE (£u, Cer e-)]. _ 


Tam P? 的 基 . I 

为 了 证 明定 理 5.2, 现在 我 们 只 需要 相 邻 两 区 间 对 应 的 投影 算 子 正 交 ， 
从 两 个 相 邻 的 小 区 间 上 的 投影 算 子 出 发 , 可 以 导出 更 大 区 间 上 的 投影 算 子 . 
投影 算 子 的 正 交 性 导致 (5. 9) 中 定义 的 基 在 相 邻 的 区 间 情 形 正 交 . 实际 上 ， 
相 邻 两 区 间 对 应 的 投影 算 子 正 交 , 是 由 钟 形 函数 的 相 容 性 和 极 性 的 匹配 来 实 
现 的 . 


5E X. 5. 3 两 个 相 邻 区 间 I-—[o;8]. J=L8.y] 上 的 钟 形 EC bree fab urn 
是 相 容 的 , 如果 Vec(g—e.Boe 15 
b; C) =b; OB — E). 


容易 看 出 , b; OD =S, (C— 0C, (Ε--β) 和 bj CE) —S, CE— BD C, CE— 200 就 
是 两 个 相 容 的 钟 形 函 数 . 
从 两 个 相 容 的 钟 形 函 数 bi (8) ,bj C 出发， 可 以 定义 一 个 新 的 钟 形 函 数 : 
brus CO = G1CO 1- δῦ (23. 
Aoi; CO 出 发 同样 可 以 定义 投影 算 子 Pruse 如 果 在 8 点 的 极 性 相反 , RII 
还 可 以 选择 适当 的 极 性 使 得 Pruso 为 原来 的 两 个 投影 算 子 之 和 |. 


定理 5.5 σάς bi fob, 1Η 0Η 4835, ἈΠ 4 ΒΤ β. 18 
反 的 极 性 ， 那么 P:P; ΞΞΡΙΡΙΞΟ. 


证 记 pr 王 (pl 279) 6] =(P; 04) , IK prys 一 《ol 4? , 则 根据 定义 容 
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易 验证 下 面 的 结论 : 
Pre, ἜῬηρ =P p 
PiU onu 为 正 交 投 影 算 子 ，Pruy, py L^ (OO 为 Hilbert 空间 . 两 个 正 交 投 影 
算 子 之 和 仍 为 正 交 投影 算 子 就 等 价 于 PiP; 王 PJPr 王 0. 实际 上 ， 
PiP;=(P1+P)P1— P} =P; — Pi=0. 
类 似 地 有 ΡΙΡΙΞ-ο. 
结合 定理 5. 4 和 定理 5. 5 就 能 得 到 定理 5. 2 的 结论 . 


»s a 


l. 对 于 满足 e 十 e’ «β--α 的 正 数 e Me, 称 5 二 bi,。,e 为 一 个 钟 形 函 数 ， 
如 果 

(4) suppb C [α--ε»β-Ἴ-ε’]; 

(2) ὀδ(8) -- ὀ}(2α — 8) —1, VEE [a— eia oe]; 

(D 50-1, V£€ [ac-e,B—ce' 1; 

(4) PE HEE =, VEE [8 一 e Bore]. 

举 一 个 钟 形 函 数 的 例子 , 并 证 明 它 确实 满足 以 上 4 个 条 件 . 

2. 试 比较 Meyer 小 波 的 Fourier 变换 与 钟 形 函 数 的 相似 处 . 


关于 基 的 一 点 说 明 


我 们 对 于 κ” 上 的 通常 意义 的 基 已 经 研究 得 比较 透彻 , 但 对 于 其 他 的 区 
域 或 非 欧 氏 空间 ， 比 如 群 等 ,还 有 很 多 机 理 不 太 明 白 。 比 如 说 Heisenberg 
BE. 它 同 时 来 源 于 多 复 变 函 数 和 量子 力学 , 也 有 学 者 将 其 用 到 图 像 处 理 . 它 
上 面 函 数 的 Fourier 变换 是 用 一 组 算 子 定义 的 , 因此 人 们 对 其 上 的 小 波 感 兴 
趣 . 另外 , 在 许多 实际 问题 的 处 理 中 产生 了 许多 与 Littlewood-Paley 分 解 无 
关 的 函数 空间 ,比如 Herz 空 间 等 ; 在 算 子 研究 中 出 现 的 特殊 的 分 布 空间 需要 
FRERE, 通常 的 小 波 难以 与 之 匹配 . 这 些 与 Littlewood-Paley 分 解 无 
关 的 分 布 空间 具有 特殊 的 结构 ,其 上 的 基 的 研究 应 该 有 一 些 问题 可 做 . 我 们 
没有 必要 拘泥 于 基 的 形式 , 而 应 该 去 寻找 适应 问题 研究 的 合适 基 . 
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前 面 我 们 讲述 了 一 些小 波 的 理论 背景 ， 主 要 是 实 分 析 及 调和 分 析 的 准备 
知识 , 阐述 了 函数 逼近 与 小 波 中 的 多 分 辩 率 分 析 的 一 些 关 系 . 然后 介绍 了 小 
波 结 构 本 身 的 一 些 核心 理论 : 平移 展 缩小 波 和 局 部 正 ( 余 ) 14. 本 章 我 们 讲 
述 基 于 多 分 辨 率 分 析 的 小 波 在 应 用 上 的 理论 基础 ， 以 及 它 在 应 用 上 的 几 个 具 
体 特例 . 

我 们 把 不 稳定 的 矩阵 (比如 ， 邱 森 在 《线性 代数 探究 性 课题 精 编 》 一 书 中 
提 到 的 工程 中 常用 的 Hilbert 矩阵 ,用 通常 的 方法 计算 这 个 矩阵 不 稳定 ,并 
且 计 算 量 很 大 ) 用 有 限 带 宽 的 矩阵 来 代替 ,这样 ， 我 们 的 计算 不 但 是 稳定 的 ， 
而 且 计 算 量 大 为 减少 , 这 就 是 Beylkin，Coifman 和 Rokhlin 提出 的 著名 的 
BCR 算法 . 鉴于 严格 的 数学 叙述 需要 很 多 算 子 理论 的 背景 ,我 们 这 里 就 不 涉 
A. 鉴于 国内 有 小 波 著作 对 这 种 有 限 带 宽 和 矩阵 的 逼近 定理 介绍 不 够 严谨 ,这 
里 特别 指明 一 下 , 只 有 在 反对 称 的 矩阵 用 有 限 带 宽 和 矩阵 下 近 时 ,， 有 可 能 不 在 
矩阵 对 角 线 上 加 一 个 小 的 修正 量 而 仍 能 保持 原来 矩阵 的 连续 性 ,其 他 类 型 的 
矩阵 则 必须 在 对 角 线 或 其 周围 加 以 小 的 修正 量 , 参见 文献 [45]. 关于 小 波 在 
信和 号 处 理 和 图 像 处 理 方面 的 内 容 几 乎 可 以 在 所 有 的 小 波 书 中 见 到 , 其 中 详细 
讲述 这 两 方面 内 容 的 有 [20] $082 ], 本 章 也 不 打算 谈 及 . 本 章 首先 讲述 一 下 
建立 数学 与 应 用 之 间 的 最 基本 的 小 波 原理 : 金字 塔 算法 和 光滑 处 小 波 系 数 误 
减 很 快 ， 然 后 介绍 小 波 在 数学 理论 上 的 一 个 应 用 , 最 后 介绍 小 波 在 神经 网 络 
和 水 印 这 两 个 方面 的 应 用 . 小 波 的 应 用 非常 广泛 , 但 在 实际 应 用 中 , RTR 
体 的 应 用 背景 不 同 外 , 其 处 理 方式 和 数学 原理 很 多 是 相似 的 . 


61 人 金字塔 算 法 


小 波 在 应 用 上 得 到 广泛 推崇 的 一 个 首要 原因 是 , 它 提供 了 应 用 上 一 些 算 
法 的 严格 数学 基础 , 这 就 是 金字 塔 算法 . 本 节 介 绍 金字 塔 算法 的 原理 , 同时 
包括 数据 的 编码 和 解码 . 
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在 20 世纪 80 年 代 , 一 些 工 程 师 们 (如 Esteban, Galand, Smith, 
Barnwell, Burt, Adelson 等 ) 在 对 语音 和 图 像 数 据 进行 处 理 时 ,发 现存 在 一 
些 问题 ， 比 如 数据 过 大 (特别 是 在 传输 时 )， 有 了 噪音 和 灰色 图 像 等 . 于 是 他 们 
采用 了 一 种 新 的 编码 技术 和 一 种 新 的 快速 算法 一 一 金字 塔 算法 , 在 实验 室 
E, 他 们 发 现 这 种 算法 能 够 较 好 地 解决 一 些 所 遇 到 的 困难 , 但 他 们 无 法 从 数 
学 理论 上 来 阑 述 其 算法 的 有 效 性 . 1987 年 , Mallat 和 Meyer 将 此 发 展 成 多 分 
辨 率 分 析 . 

首先 介绍 其 编码 过 程 ， 只 看 一 维 情形 , 它 是 来 源 于 电气 工程 中 的 子 带 编 
码 方法 . Sig, )hez Tl (A, ΠΤ 是 η, (2) 中 的 两 个 序列 , οὐ) 一 (ci T, 是 原 
始 资料 序列 , 通常 要 求 O € PD. 我 们 考虑 两 个 序列 的 卷 积 运算 : 

(ax b), = Dabe. 


从 电气 工程 的 观点 看 , 一 个 反映 某 个 时 间 不 变 系统 特性 的 序列 与 一 个 代表 某 
个 信号 的 序列 的 卷 积 可 以 理解 成 该 系统 对 那个 信号 作 了 一 次 滤波 . 这 可 如 下 
看 出 : UE bue" 是 一 个 周期 输入 信号 ，> )avei 是 该 系统 的 特性 函数 ( 即 当 

i { 
输入 为 6- 序列 时 的 输出 )， 则 输出 信和 号 为 

之 ( Daiba) e = 207 ΣΝ 

RAAF Σα, ον 的 物理 意义 是 滤波 . 给 定 的 {gx}iez Tl ez 代表 两 个 

l 
滤波 器 , 我 们 要 考虑 如 下 两 个 滤波 过 程 : 一 个 是 半 滤 波 , 记 为 24 ; 一 个 是 倍 
滤波 , i09 2^. 半 滤 波 是 

c» 一 V2 2 2, δρομο), dj? 一 V2 2 δ) gra E ac PD . (6. 1) 
之 所 以 称 之 为 半 渡 波 是 因为 全 滤波 应 是 之 T (我 们 忽略 卷 积 
D hech MD Άγιο) 之 间 的 非 本 质 差别 ), 半 滤 波 相当 于 只 留 下 了 卷 积 
l l 


运算 以 后 由 偶 指 针 构 成 的 子 序列 . 引进 无 穷 矩 阵 , 8 Η-- (2 hi οι) MG= 
Q2 gia) 按 通 常 的 约定 , 用 * 表示 矩阵 的 共 轰 转 置 , 则 (6. 1) 可 以 改写 
为 

一 1 —H*c ο, d`? = =G*c e . (6. 2) 
通常 矩阵 H ΧΙΙ daba RENE. HERE G 对 应 的 滤波 是 高 频 滤 波 ; 矩阵 五 
对 应 的 是 一 个 平均 操作 数 , 矩阵 G 对 应 的 是 一 个 差 操 作 数 . 直观 上 看 , 恒 为 1 
的 常 序列 ce 中 (物理 上 是 指 存在 充分 大 的 NN 使 得 cf 二 1, V [EIN cf? — 
0, VIRIS Ν) Æ HURIG 作用 后 分 别 为 常 序列 和 零 序列 ，, 因而 需要 加 上 自然 
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的 条 件 ， 
v2 Al 和 v2 2g, 0. 
上 述 过 程 称 为 资料 序列 的 分 解 过 程 ， ir ΤῊΝ LSU 
两 个 频带 ) 进行 滤波 . 下 面 考虑 资料 序列 的 重 构 过 程 . 4 
AO —J2 G4 acf D + ge od ^ (6. 3) 
这 里 的 滤波 也 不 是 全 滤波 ,而 是 倍 滤波 ， 即 先 把 序列 (cf?) (类 似 地 ， 
(dE P 扩充 成 序列 {e1}, 其 中 


£211 一 0， 62] 一 c 作 D, V 
然后 把 它 与 {Y2 λε) (类 似 地 ，{V2 gD 作 通 常 的 卷 积 ，(6. 3) 的 矩阵 写法 是 
eV —(HH* +GG* Xe”. (6. 4) 


上 述 在 两 频段 进行 的 数据 序列 的 分 解 与 重 构 过 程 就 是 所 谓 的 子 带 编码 过 程 ， 
它 可 用 图 解释 如 下 


wT eyja: EN 
Ne] E5608 
MO KO =O 时 ,该 过 程 可 精确 分 解 与 重 构 . 由 (6. 4) 知 , 能 够 精确 重 构 
当 且 仅 当 HB" 十 GG* =I, BẸ 
2( Zihin cim h iom 十 218 im Era) = =6k,1. (6. 5) 


再 介绍 其 快速 算法 . 在 小 波 的 理论 体系 未 形成 前 ， 人 们 就 用 Haar 基 来 做 
这 一 过 程 , 下 面 以 此 为 例 来 看 它 的 快速 算法 .如 果 使 用 其 他 紧 支 集 的 小 波 ， 
这 一 过 程 要 稍微 复杂 一 些 ,相应 的 图 表 也 复杂 一 些 . 

我 们 把 较 细 层次 上 的 资料 利用 (6. D 进行 一 次 滤波 ,并 记录 下 相应 的 数 
据 资料 .而 后 在 这 一 层次 上 再 次 利用 (6. D 进行 一 次 滤波 ,并 记录 下 相应 的 
资料 ,反复 若干 次 , 这 一 过 程 的 流程 图 似 如 下 的 金字 塔 图 形 : 


从 较 粗 的 层次 , 利用 (6. 3) 可 以 回复 稍 细 层 次 上 的 数据 ; 然后 在 此 基础 
上 再 利用 (6. 8), KERK, 直到 回复 到 较 细 层 次 上 的 数据 . 得 到 的 图 形 是 倒 
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置 的 金字 塔 图 形 : 


工程 师 们 发 现 , 如 果 在 一 点 附近 的 数据 光滑 , 那么 在 滤波 过 程 中 数据 很 
快 趋 于 0, 可 用 0 蔡 代 ; 并 且 分 析 和 恢复 算法 均 较为 成 功 ， 下面 我 们 从 理论 上 
来 说 明 这 一 点 . 

首先 说 明 数 据 的 编码 和 解码 过 程 , 约定 下 面 空 间 中 的 函数 是 指 相 应 的 基 
底 对 应 的 分 量 . 实际 上 ,从 多 分 辩 率 分 析 的 观点 看 ，(6. D 相当 于 将 Vi 中 的 
一 个 函数 分 解 成 V 与 Wo 的 两 个 函数 之 和 ; 而 (6. 3) 就 是 将 Vo 与 Wo 的 两 个 
函数 合成 为 Vi 中 的 一 个 函数 , 金字 塔 算法 的 分 解 过 程 相当 于 将 V; 中 的 数据 
投影 到 Vo Woot W 中 的 过 程 ， 回 复 到 较 细 层次 的 过 程 相 当 于 从 分 量 在 
Vo ,Wo，…,Wj-1 中 的 数据 恢复 到 V; 的 过 程 . 由 于 小 波 能 够 反映 数据 的 光滑 
性 程度 , 光滑 的 地 方 数据 快速 趋 于 0, 这 样 就 能 有 效 地 对 数据 进行 处 理 . 

其 次 说 明 如 果 在 一 点 附近 的 数据 光滑 ,那么 在 滤波 过 程 中 数据 很 快 趋 于 
0; 这 即 是 证 明 在 一 点 处 小 波 系数 的 衰减 性 . 对 于 0 二 a 过 1, 我 们 说 f(x) € 
Lip, a 是 指 存 在 x。 的 邻 域 V:。, 使 得 

fœ — fx KCl xolt, Vx EV. (6. 6) 

我 们 有 


定理 6.1 4E 0a 1l 有 
Cio 3 fGO € Lipnas HAEEKO 和 正常 数 Cz 使 得 fx) 
的 小 波 系数 f5,4 一 《f(x) ,5,4Cx)) 满足 
Ifsa KCP, Yj, |xo—2ik|< C. (6.7) 
Ci) JE itk, # f(x) 的 小 波 系 数 满足 (6.7)， 那 么 f(x) € 
Lips, a. 


证 (Cio (6.2 中 常数 C C 的 选 定 使 得 suppe$,, GO C Vx, Hi 
Q$., Co EMRE, 有 
Fs a= (G0 — fa), 00. 
取 绝 对 值 并 运用 (6. 6) 即 得 到 (6. 7). 
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Cil) 反 过 来 , 模 掉 一 个 充分 光滑 的 函数 , 在 xo 的 邻 域 V .上 函数 f(x) 
可 以 表示 成 
f(x) = 2 — ιδία). 
190, [xy —2 κο, 
4 jo AHED «x —x9 | 2^7» 的 整数 . 根据 j 的 不 同 , $E; D jo M 
C, « j <S jo 18 f GO 分 解 成 两 部 分 ; 
Κα) =f x) -Ε fx). 


XT, GO 运用 (6.7), 对 Ἔν G0 运用 小 波 自 身 的 光滑 性 质 . [| 

总 之 , 小波 的 编码 是 把 一 个 没有 分 层 的 数据 转化 成 多 个 层次 的 数据 ， 且 
能 够 反映 数据 的 光滑 性 . 其 实 , 一 个 图 像 不 光滑 的 地 方 往往 是 边 边 角 角 ,这 
些 地 方 比 光滑 的 地 方 少 ; 光滑 的 地 方 在 用 小 波 处 理 时 , 系数 很 快 接 近 于 0, 很 
多 时 候 就 用 0 来 代替 . 于 是 ,本 来 数据 量 很 大 的 模拟 图 像 数据 就 被 数据 量 极 
少 的 数字 图 像 数据 所 代替 . 正 是 这 些 处 理 , 我 们 现在 的 可 视 电 话 、 数 字 电视 
才 得 以 实现 . 另外 , 小波 本 身 的 结构 具有 自 相 似 性 ， 比 如 我 们 看 到 的 漂亮 的 
db. 就 是 分 形 图 像 , 它 是 由 一 些 自 相似 的 简单 几何 结构 番 加 生成 的 , 小波 的 
自 相似 就 可 以 用 来 在 电脑 上 轻易 画 出 漂亮 的 花 . 在 具体 应 用 中 , 正 是 针对 了 
小 波 的 种 种 特性 而 总 结 出 许多 技巧 , 从 而 使 小 波 在 众多 领域 得 到 应 用 . 比如 
数据 的 压缩 和 除 品 , 图 像 和 信号 的 处 理 , 地 震波 的 分 析 ， 多 层 有 规律 分 形 对 
象 的 形成 , 多 种 方法 的 密码 加 密 ， 边缘 的 探测 ， 电 子 地 图 的 制作 等 .小 波 从 
理论 上 重新 解说 了 大 量 的 已 经 存在 的 各 种 数值 算法 , 并 从 理论 上 提供 了 这 些 
算法 为 什么 成 功 的 原因 ,为 我 们 提供 了 一 种 全 新 的 理解 方法 . 

在 理论 上 , 小 波 结构 相对 于 Littlewood-Paley 分 解 有 无 可 比拟 的 优越 性 ， 
它 把 函数 直接 变 成 “好 函数 ”的 线性 从 加 .Meyer 在 他 的 《小 波 与 算 子 》 一 书 中 
写 到 , 微分 和 积分 在 小 波 基 下 几乎 对 应 着 对 角 化 的 和 矩阵， 因而 某 种 程度 上 可 
以 把 小 波 基 看 成 它们 的 特征 函数 ,而 且 有 很 多 刻画 具体 算 子 的 特殊 小 波 基 
等 . 小 波 提 供 了 大 量 的 调和 分 析 的 实 方法 , 使 得 小 波 在 函数 空间 和 算 子 空间 
等 现代 分 析 的 核心 问题 上 具有 特别 的 发 言 权 . 其 应 用 渗透 于 很 多 领域 ， 比 如 
微分 方程 ， 变 分 法 , 概率 统计 , 逆 问 题 , 群 论 等 . 


6.2 Besov 空间 


现代 分 析 的 严格 基础 是 建立 在 分 布 理 论 之 上 的 . 为 了 更 好 地 研究 分 布 对 
象 , Peetre 和 Triebel 利用 Littlewood-Paley 分 析 将 大 多 数 的 函数 空间 分 类 成 
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Besov 空间 和 Triebel-Lizorkin 空间 .Triebel-Lizorkin 空 间 包 含 了 Sobolevy 空 
间 ， 当然 也 就 包含 了 其 特例 Lebesgue 空间 L^, 但 这 类 空间 的 处 理 需 要 更 多 
的 实 技巧 , 这 里 就 不 介绍 了 , 我 们 只 介绍 Besov 空间 , CAET L^ 空间 ， 
Hólder 空间 ，Zygmund 空间 ，Beurling 代数 , 单 峰 代数 , 特殊 原子 生成 的 空 
E, Bloch 空间 等 ; 但 不 包含 L?(p 关 2). 为 了 研究 函数 空间 中 性 质 可 能 不 好 
的 分 布 ，Littlewood-Paley 分 析 将 之 转化 为 研究 一 列 好 性 质 的 函数 f;; 这 是 
小 波 出 现 前 分 析 分 布 的 方法 . 这 样 的 一 列 函 数 不 一 定 属 于 具体 的 函数 空间 ， 
而 在 应 用 上 不 能 表示 成 固定 空间 中 的 函数 就 不 能 用 有 限 元 方法 进行 数值 计 
算 ; 小 波 的 出 现 改变 了 这 一 状况 , 它 把 分 布 表示 成 一 些 “ 好 函数 ”的 线性 组 
合 , 它 的 范 数 只 与 这 些 组 合 系数 的 绝对 值 有 关 ， 而 对 分 布 的 任何 运算 都 将 转 
化 成 对 这 些 “ 好 函数 ”的 运算 . 

Littlewood-Paley 分 析 是 利用 κ” 上 的 一 个 函数 族 {w。} sez 来 进行 的 . 存 
在 Ci,C MEE < C, 过 Cs < 2， 使 得 po 满足 如 下 的 条 件 ， 

Ci) ge E SR”); 

CD suppj, C (£ € R": 5 «zlii 2]; 

CD 34 C;  Z7|&l C Bb. 13, 0D I2 C20; 

GV) [IGED |: C27 , Va ΕΝ"; 


cov) MX) τι. 
对 于 任意 的 分 布 / E S'/P(R"), 定义 f =F, 于 是 , 从 形式 上 
有 f= M fo. Besov 空间 的 定义 由 定义 3. 4 给 出 . 


不 同 的 | Littlewood-Paley 分 析 之 间 的 Fourier 变换 的 支 集 在 环线 上 , 这 使 
得 所 定义 的 函数 空间 不 变 . 对 于 小 波 , 除 Meyer 小 波 外 , 不 具有 这 一 性 质 ， 
不 过 不 同 的 正则 小 波 基 之 间 相 差 一 个 几乎 对 角 化 的 矩阵 ,由 此 我 们 可 以 得 到 
小 波 刻 画 的 不 变性 .对 于 两 组 小 波 基 {站} c; c4 FIGIT cioe: 记 
a$5, =DD)» 
lil (a95,, 7 1 joe j^ ko CAXA 是 两 组 基 相 差 的 矩阵 , 它 满足 下 面 的 几乎 对 角 
化 的 估计 : 


引 理 6.1 
273 4-27 ΕΝ 


eer «οὗ. UO I (τσ τσκ ορ 
CARRIES N 2 +2 + |2k— 2 Κ' | 
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注释 51386. 1 估计 式 中 的 因子 2-171cG+N 是 由 小 波 的 消失 矩 性 质 和 
、 4 、 23427 "HN 
光滑 性 得 到 的 ; 估计 式 中 的 因子 (y a oO opp 是 由 小 
波 的 快速 衰减 性 得 到 的 ， 
证 由 于 对 称 性 , 我 们 只 考虑 j 之 7 的 情况 . 对 于 e 关 0, iai AEGA 
0 的 最 小 指标 . 对 于 x € R”, 记 yo 一 zx;. YN 之 1, 18 χν 是 第 ;个 指标 为 
Yno KRHA x 的 相应 坐标 分 量 的 向 量 . V GO, id 
KOWD =C DNS" [P eotody dyn, 
记 DRI) ἌΧ ΦΟΣ) 的 第 个 变量 微分 N 次 所 得 的 函数 . 于 是 , 有 
a$f e 7 2207 (itr) d? (2 x — K + 2/ 3k) 
—20DU-P (SB h(x), (DEPE (2/ y — k + 2/ 7k) 
μέν ην». 
RIENE RER PEM IHE REE, 积分 和 微分 后 的 函数 15 6 x) 和 
D$0^* (x) 仍 具 有 强 衰减 性 ,， 有 


DIE cfa + [x 78 a 2x —K + 2k |) dx. 
将 积分 区 域 分 成 |x| c 277 |! Ομ... 
两 部 分 , 得 到 


CARRIES cf (13 [x A |k +2 k |): dx 


Jæ KA k2 54 | 
ef suu A+ lx D7 dx. 
κτλ σαι k | 
AN >Ntr ÑN: >N+n, 就 得 到 所 需 结 论 . E 


用 小 波 来 分 析 分 布 的 理论 基础 是 : 对 于 任意 分 布 f(x) € S'/P(QUO, 由 
分 布 的 缓 增 性 质 , 我 们 总 可 以 选择 正则 的 小 波 ， 以 便 可 以 定义 f 5a 


f$ 5054), V(Gj,k) € A. (6. 8) 
从 85 可 以 很 方便 地 恢复 f(x), 事实 上 在 分 布 意义 下 有 
F= Σὺ f$4054G0. (6. 9) 
(εν ΕΛ 


下 面 用 小 波 来 研究 Besov 空间 中 的 函数 , 我 们 使 用 来 源 于 多 分 辩 率 分 析 
的 充分 正则 的 正 交 张 量 积 小 波 基 ,其 中 o G0 X NE 6*6. εξ 
(0,1})"\{0} 是 母 小 波 . 令 
A—A, —(A—(ej,lO:e€ {0,1} {0}, j € Z, k € 7"). 
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对 于 任意 的 €j sk, w 


in 
D$ ,CX) =2 2 pix. 
运用 (6. 8) 和 (6. 9)， 则 可 以 用 正则 小 波 分 析 Besov 空间 : 


定理 6.2 BEXESsCR.O-pq«o. 那么 f(x) c Bi*(RO 等 价 于 
1 
PLE (2:154 p)? a «oo, 
1Ε7 
定理 6. 2 的 证 明 分 两 步 完 成 . 首先 证 明 Meyer 小 波 使 定理 6. 2 成 立 , 其 
次 证 明 对 于 不 同 的 小 波 基 小 波 系 数 的 估计 不 变 . 
证 第 一 步 Meyer 小 波 . 


给 定 函 数 系 {yu} vez 和 Meyer 小 波 基 {B54) cjpea， 于 是 对 于 f € 
S'/P(R), 相应 地 对 应 {f,}vez TUÉS. eje 因此 ， 有 


Xen Lp] [Dred] 


-[x PE a5 «T. 


由 D$, * yo 的 Fourier 变换 的 支 集 性 质 ， 知道 存在 不 依赖 画 数 组 选择 的 
正 整数 C, 使 得 如 果 |v 一 让 > C. 那么 05, * 9, —0. 于 是 , 有 


r-[ (77 P 211) κ * du JT 
JT. 


1 
q 


αμ... 


v€Z 17 一 "| 委 C 
由 于 
1 
Ας. «(xime tru). 
€; € 
可 得 


(25 5 Szy- PADAL 


v€Z ljus ek 


(2. Σ230 ει D 
€, 
(2* Slzsd-o Ifa 12)?] 


v€Z, |j—| <c ek 


κο | 一 


v€Z, | ;j—| «C 


ele 


[ 
| 
«οἱ 
«οἱ xot TIENDA 
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反 过 来 , 我 们 有 
1 
J=| 32065 -5 (xis "DL a 

jez 


n n "RE 
gii G E375) Dioso) T 
ek 


n » E 
2G 5-5) 5 | Df x fos BS) DAK 
Z ek v 
H 05, ff κ 加 的 Fourier 变 换 的 支 集 和 Parsevel 等 式 性 质 , 知道 存在 不 


依赖 函数 组 选择 的 正 整数 C, 使 得 如 果 |v 一 j| 汪 > C, 那么 (fx pu BS) —0. 
于 是 , 有 


J-| ise» (5 | Σ σ»ψφεώ)”)}) 
jez ek |v-jlxc 
«οἱ Xe P( 3 MIoxo95017^) 
JEZ 


ή σος ek ] 


οἱ Σ Σ ED (DN pDl) "T. 


j€Z |v-j|x:c 


[xev 
-DD | Eraso] 
[gae 


"ld 


ias 
Àj 


从 


由 于 


1 
» | Gf * po Φε) |^)? « CPD | f£ gil, 
可 得 
1 1 
I«c(3 D 2ν1γνφι]ν)'κἰ Σα”17.1,η]". 
JE v—j|sx vcZ 
第 二 步 : 不 同 小 波 基 系数 估计 的 不 变性 . 
为 了 证 明 在 任意 正则 小 波 基 下 估计 的 不 变性 , 我 们 利用 引 理 6.1 给 出 的 
不 同 小 波 基 之 间 相 差 几 乎 对 角 化 的 矩阵 这 一 性 质 . id 
1 
uj -(Ὁ lafal?) P. 
ek 
为 证 明 无 关 性 ， 只 需 证 明 下 面 的 估计 : 
了 一 OELSEMT ( Ὁ | 5 aS p rae κ |^? <C, 5 PERO TP ut, 
j ek éj sk j 
我 们 分 0 — px 1dnp1BPW EI. 
MO-pzllBp.N 
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4 
I< yet ρ( PX |^ laf P). 
对 求 和 分 成 也 <j Mj >j 两 种 情况 有 


Γκολ) p D Dlhy 
j 


g 

€ p) 

F H η t s | ) 
Jj ék ek 


p EC A , + 4 
+ C2 2’ (D Σ) 25 adr dM las |y". 
J 


jj ék ek 


RABIE 6. 1 中 给 出 的 | a8, v | 的 估计 ,得 到 


| I« Cnt -p (2t (y+) 4)? 


MOL ME 5) (X2 —po4 1"| 2)? . 


jj 


根据 p 和 4g 的 大 小 ， 分 成 两 种 情况 . 如 果 g 过 p, RITA 
Ix 2 24409430) Σ irt mG y ) 9 
十 cy ΙΝ p Σ 27«Qa*$) ο τμ 


J i/i 
交换 求 和 顺序 并 整理 和 式 , 得 到 
I< c2 2/4 (9:30) ub © gG) 


ji 
j «Jj 


+C) 2.56} P ub 2127 g Gy περ) jj | 
了 了 jj 


BREST —1)n— y s v. 就 得 到 9 < 时 所 要 的 估计 . 如 果 9 > ps 


取 ὃ 为 充分 小 的 正 数 , 有 
I< ΟΣ 2jaGt2-75) Σ iorta E) us 


十 cx 2X GF5—5) Σ BODI y 9 . 


Jj 
交换 求 和 顺序 并 整理 和 式 ， ， 得 到 
Ις 0.247) 2: Σ glane] 


7 
4 


十 C» 2) 'qGH; -p ut 2 glaat MÀ | 
7’ j>i 


注意 到 ( 方 一 1) "一 7<*<y 和 8 为 充分 小 的 正 数 ,就 得 到 g > p 时 所 要 的 
ΑΗ. 
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M por 1 时 , 记 太 一 二 ,选取 5 为 充分 小 的 正 数 和 0<<x 一 2 < 
1, 我 们 反复 使 用 Halder 不 等 式 
25 lasl laco |« (92 [α͵!»}}( Σ laal”)? 
μυ. ΤΣ) let uu | 的 有 界 性 ， 于 是 ,有 


ΝΣ -p (E Els aul en)? 


ek ji dk 
11212 
(D lah ae lal)? | | 
έν 
1 

; n n ΧΡ 

eX PS atu pn 
J 


ek jj dk 
a 


/ 2^? 
( D |αϑό μμ | O79? | at y |?) 3 | 
é ,k 


« ΟΣ gaH- P| Y p 5 g- 


ek `j >j 
- 
PLA άν | aco» a% 1?)? | | 


十 C5 zp | 5 [ 5ng- 
j 
» lagh ae | C799 ass |?) 
€» 


ek “j< 
ud 
考虑 到 ὃ 为 任意 小 正常 数 , 有 


I< ΟΣ) 2α(5Ε5-Ρ) ( δν > gE ud ey] —Db 
j ek jj 


4 
2 DM | 005 aS y |?)? 
€; 


λε... 
j ek j'«j 


wie 


a 
ec αρ] € p 
2, |a e lay y |” 
Esk 
G3) [e 1 一 ρ 
< ΟΣ) 2α{5Ε5-ῃ ( 5 o LEGH] ες 
7 ji 
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十 c2; 2i (3-0) ( 2 2L ᾖ-ΗΥ)-π--δΊ//--ὴ) uÊ 9)’. 


根据 如 和 9 之 间 的 关系 分 成 两 种 情况 考虑 如 果 g « p, 那么 有 


I< ΟΣ gia Hip) Σ ᾳ-β[ρώδη-)-(φ-Όπ-δ]ς'-} ; ut 
i2 
十 cx IE -» 2 23 Lo G0 9006" —j) uL 
jj 
< 22 2j (Gra Pug, 2 gaG-ri-DyG-j ) 
13) 


十 ΟΣ gia δν ud Σ 2-5» —»6'-D. 


ΗἜς «Υ- πᾖἩιδ 充分 小 ， 得 到 相应 结论 如 果 g 2» p. 选取 6 为 充分 小 的 
正常 数 , 那么 有 


I«; CY 2586827P Σ o GHD n8 18-0 u3, 
j jj 


CY 24867» Σ 24» 907-69 G) uL 


j P< 
nn pae 
«cire Pug, ΣΡ ΩΣ, G=’) 
jj 


十 ΟΣ 21 'a(s s τρ) ut 2, g x5 BE gi =) 


了 < 
同样 得 到 所 要 结论 
6.3 小 波 神经 网 络 


大 家 会 发 现 , 小 波 的 应 用 除 背 景 和 模型 不 同 外 ， 在 小 波 算 法 上 有 相似 
性 . 做 一 次 讲演 为 了 让 大 家 喜欢 ， 可 能 把 很 少 的 东西 与 很 多 的 事情 联系 起 
来 , 以 吸引 大 家 的 兴趣 ; 但 作为 一 门 理论 与 应 用 相 结合 的 课程 ,除了 大 致 介 
绍 一 下 问题 的 概况 外 , 却 有 义务 把 很 多 复杂 的 东西 的 本 质 抽出 来 讲 透 ， 让 复 
杂 的 知识 变 少 ， 以 便于 掌握 ,在 需要 的 时 候 , 可 以 自由 地 运用 自如 ， 谈 到 应 
用 问题 时 ,首先 需要 建立 它们 的 模型 ,用 画 数 来 描述 对 象 , 用 算 子 来 描述 变 
换 , 小 波 怡 好 能 表征 这 些 特征 . 这 里 我 们 不 谈 很 多 小 波 书 上 都 有 的 信号 处 理 
和 图 像 处 理 , 仅 挑 选 两 个 与 我 们 生活 息息相关 的 问题 ， 如 我 们 每 天 都 要 思 
考 , 我 们 是 怎样 思考 的 ? 在 数学 上 是 如 何 描述 神经 网 络 的 ? 我 们 的 智能 机 
器 人 是 怎样 模仿 人 类 的 思维 的 ? 这 就 是 本 节 要 介绍 的 应 用 问题 小 波 神 
经 网 络 我 们 将 在 下 节 介 绍 水 波 的 另 一 个 应 用 数字 水 印 . 
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谈 到 小 波 神经 网 络 ， 首 先 需 要 我 们 提出 神经 网 络 的 数学 模型 是 什么 ,， 即 
在 数学 上 怎么 模拟 它们 . Rc. 所 谓 的 神经 网 络 的 三 个 最 基本 概念 是 , 神经 
元 、 神经 网 络 和 学 习 算法 ; 我 们 需要 针对 这 三 个 基本 概念 用 严谨 的 数学 语言 
来 描述 ,小 波 神经 网 络 是 建立 在 小 波 理 论 基础 上 的 一 种 新 型 神经 网 络 模 型 ， 
它 兼 容 了 小 波 与 神经 网 络 的 优越 性 .一 方面 , 充分 利用 了 小 波 变 换 的 时 频 局 
部 化 特性 ; 男 一 方面 , 发 挥 了 神经 网 络 的 自学 习 功 能 ， 从 而 具有 较 强 的 逼近 
与 容错 能 力 . 


6.3.1 人 工 神经 网 络 


人 工 神 经 网 络 是 由 大 量 的 人 工 神 经 元 广泛 互 连 而 成 的 网 络 ， 人 工 神经 元 
是 对 生物 神经 元 的 简化 与 模拟 ,是 神经 网 络 的 基本 处 理 单元 . 所谓 一 个 神经 
元 是 一 个 多 输入 单 输出 的 非 线性 元 件 , 其 输入 输出 关系 可 描述 为 


> 一 &( X ku: +T), (6. 10) 
i=l 


其 中 u ,wz vr su, 是 从 其 他 神经 元 传 来 的 输入 ，A ,Rs，…,k, 是 对 应 于 输入 
的 连接 权 值 , IJÉ— BIB. g: 及 一 R 为 传递 函数 . 

传统 的 传递 函数 g 为 S 形 的 非 线性 函数 ，S 形 函 数 的 表达 式 为 

βία) -—(-expC— 8x)? 1, B0 
或 
βία) —( —expC- gx)) (GF expC— 8x)) 1, B7 0. 

前 向 神经 网 络 是 一 类 重要 的 神经 网 络 ， 网 络 中 每 一 个 连接 方向 是 向 前 的 ,从 
输入 到 输出 没有 反馈 环 . 这 种 神经 网 络 有 一 个 输入 层 、 一 个 输出 层 以 及 一 个 
或 多 个 隐 层 (中 间 层 )， 隐 层 节 点 的 输入 和 输出 都 是 对 网 络 内 部 的 , 输出 层 神 
经 元 的 输出 是 网 络 的 外 部 输出 . 输入 信号 从 输入 层 节 点 开始 , 依次 传 过 各 隐 
BETA. 然后 传 到 各 输出 节点 ,每 一 层 的 节点 输出 只 影响 下 一 层 节 点 的 输 
tH. 确定 隐 层 的 个 数 和 各 层 节点 的 个 数 以 后 ,可 以 通过 改变 连接 权 值 和 立 值 
来 获得 网 路 期 望 的 输入 / 输出 响应 .描述 多 个 神经 元 的 相应 的 连接 权 值 和 阀 
值 分 别 记 为 W;,; 和 万. 

神经 网 络 的 学 习 能 力 是 指 其 逼近 期 望 映射 的 能 力 ， 这 通过 考察 代价 函数 
来 实现 ; 前 向 神经 网 络 具 有 非凡 的 学 习 ( 逼 近 ) 期 望 映射 能 力 . 通常 采用 BP 
算法 来 求 连接 权 值 W;,; AR I. 定义 代价 函数 

E= 2, ΙΟ - νι, 
Q'.y0€8 
其 中 , x’ 为 输入 矢量 , Ο' 是 网 络 对 应 于 输入 xz: 的 实际 输出 量 , yi 为 对 应 于 
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输入 x’ 的 期 望 输出 BP 算法 使 用 梯度 下 降 法 来 极 小 化 E, BI 
9Ε 
IW i” 


AW; j =e Ali = 一 e 57 


Cybenko 建 立 了 一 个 (1 十 这 ) 层 的 神经 网 络 . fo CO JE SEER, WR 


1, 一 > 十 co， 
«o DT 


0, t-——oo. 
FoC) 是 一 个 能 辨识 函数 , 对 于 [0,1j"* 上 的 Borel WIRE μ, 若 
| p =t Dda, Vae R',bER, 
则 /一 0，Cybenko 证 明了 任何 有 界 的 可 测 S 形 函数 是 能 辨识 的 . 特别 地 , 任 
何 连续 的 S 形 函数 是 能 辩 识 的 . 一 个 (1 十 到 ) 层 的 神经 网 络 的 输出 为 


N 
g(x) = Mw (a]x 4- bj. 
ici 


| Ν 
dio CO 是 一 个 连续 的 能 辨识 的 函数 , 那么 形式 为 g(x) — 9 wo CaIx 4-5) 的 
i-1 
有 限 和 就 在 L0,1]j"” 上 的 连续 函数 空间 中 稠密 . 
6.3.2 小 波 神经 网 络 


小 波 神经 网 络 保持 神经 网 络 全 局 逼近 特性 , 在 同样 的 允 近 质量 下 ,小波 
神经 网 络 的 节点 数 减 少 了 . 设 i 二 1,2,…,N, φ;: >R, 由 y; 生成 可 数 族 ， 
即 

D= (detXDi)? 9, Dix — ἡ): αὶ € R^, Di —diag(di), 
d € R}, ἐς”), (6. 11) 
其 中 , 点 是 平移 矢量 , di 是 伸缩 矢量 ,Di 是 由 di 的 各 个 分 量 构成 的 对 角 线 
矩阵 . 设 @ 满 足 框架 特性 : 存在 两 个 常数 cms 和 cmox， 对 于 所 有 L? OR) 中 的 
f. 满足 
cmin l fl < > Ite. 0 < esl Fl (6. 12) 
则 PREL? CR") 中 稠密 . 这 样 的 @ 族 可 以 由 连续 小 波 分 解 得 到 . 考虑 这 些 通 
近 的 有 限 和 ,根据 小 波 理论 , 可 推出 一 个 新 的 网 络 结构 ， 即 


N 
βία) = P wigi D: t;)) +E, (6. 13) 
i=1 


其 中 参数 g 用 来 处 理 在 有 限 域 中 的 非 零 均值 函数 . 为 了 补偿 伸缩 方向 的 可 选 
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择 性 , 可 以 把 仿 射 变换 与 旋转 变换 结合 起 来 ， 以 便 网 络 更 具 灵 活性 ， 因 此 小 
波 网 络 的 结构 如 下 : 


N 
g(x) = S wp: OR; G --ἕι)) +E (6. 14) 
i=1 


这 里 y;(x): R" ->R 为 小 波 函 数 , D; 是 由 伸缩 矢量 构成 的 对 角 和 矩阵 ， R 则 为 
旋转 矩阵 上述 的 表达 方式 , 可 以 从 连续 小 波 得 到 ,这 时 可 以 取 成 径 向 基 范 
数 网 络 ; 同时 也 可 以 直接 由 小 波 框架 结构 得 到 ， 或 特别 地 可 以 由 正 交 小 波 基 
分 解 得 到 . 不 过 在 高 维 , y 的 个 数 不 止 一 个 ; 正 交 小 波 基 情形 不 能 取 径 向 基 . 

类 似 于 神经 学 习 的 BP 算法, 同样 可 以 采用 随机 梯度 算法 来 调整 小 波 神 
经 网 络 的 参数 . 训练 集合 是 随机 输入 / 输出 对 {x,f(x)) 的 抽样 集合 ， 即 
Gs yy — fa tv) He, fO ΞΤΗΒΠΗ δι, (νι) 为 观测 噪声 序列 . 
将 (3. 14) 中 所 有 参数 ,wi ,t; R;. D; 集合 起 来 , MORR, 相应 的 网 络 输出 
f(x) 记 为 ga GO. y 是 期 望 输出 ,代价 函数 为 


ο -γΕΓ(δοία) — γ)2}, (6. 15) 
ok OECO 达到 最 小 . 


63.3 ”基于 多 分 辩 率 分 析 的 神经 网 络 


不 失 一 般 性 , 考虑 多 输入 单 输出 的 小 波 神经 网 络 . 给 定 多 分 辨 率 分 析 

(V4) , W V,, 是 由 

(ona (D —27 pt — k))iez 
张 成 的 子 空间 . 我 们 讨论 一 维 情况 . Wb V f(D ELR, RAI 
以 表述 为 : 给 定 训练 数据 集合 ,， 即 

TN ={ (t; faM , 

然后 找 出 f(z) 的 逼近 估计 . 这 里 假设 训练 数据 未 受到 噪音 的 干扰 , 含 噪音 训 
练 数据 的 情况 可 类 似 处 理 ， 从 小 波 理论 可 知 ， 只 要 选择 充分 大 的 M，f(z) 就 
可 以 被 充分 逼近 , 使 得 

KOE 之 eua? gua (1). (6. 16) 


(6. 16) 可 以 被 一 个 三 层 网 络 所 实现 , 输入 层 是 一 个 全 通 节 点 ,其 输入 输出 为 
ι. 隐 含 层 包括 可 数 的 节点 , 由 标识 ,k 取 遍 所 有 整数 . 隐 含 层 节点 的 权 值 和 
非 线性 性 是 同样 的 , 即 分 别 为 24 MoC, 但 其 偏 置 不 同 , 第 个 节点 的 偏 值 
Ak 输出 层 是 一 个 偏 置 为 0 的 节点 , 该 节点 的 权 值 在 理想 状态 下 应 该 是 
(6. 16) 的 系数 . 在 大 多 数 应 用 中 ， 函数 具有 有 限 的 支撑 (如 Daubechies 小 


92 


EKE 小波 的 几 个 应 用 «x 
波 ), 这 使 得 隐 含 层 可 以 只 含有 有 限 个 节点 . 当 φῶ) TUTTI 
减 时 ,同样 也 可 这 样 认为 ， 如 果 γω) 具有 紧 集 , 不 妨 设 支 集 为 一 去 ,去 |， 


则 存在 正 整 数 天 , 隐 节 点 的 标志 范围 从 一 K 到 KK 变化 . 上面 描 述 的 神经 网 络 
可 以 实现 函数 g CO, B] 


K 
g= 2) oua oua CQ. (6. 17) 
k— —K 


1E (6. 17) 中 只 要 选择 适当 的 cx CRT LARGE O. 实际 上 ， 当 训练 数据 集 
Jg Tw 时 , 可 从 均 方 误差 


N 
ex =E D 000 — 8G 
i=l 


的 最 小 化 来 得 到 ca 24 KEKE, 这 个 最 小 化 过 程 可 以 通过 对 均 方 误差 的 偏 
导 来 求解 . 当天 比较 大 时 ,此 求解 方法 涉及 求 一 个 较 大 矩阵 的 逆 , 计算 量 很 
K; 这 个 最 小 化 过 程 可 以 采用 迭代 梯度 下 降 法 来 求解 . 


6.3.4 小 波 神经 网 络 的 特性 


神经 网 络 的 收敛 能 力 与 神经 网 络 可 以 学 习 什么 样 的 函数 有 关 ，, 我 们 可 以 
将 神经 网 络 看 成 一 个 函数 逼近 的 方案 ,， 即 它 逼 近 被 学 习 的 函数 . 定义 R* 上 
的 函数 集合 下 : 

F=UF,, 

其 中 已 ,是 函数 的 子 集 , 例如 , 在 小 波 神经 网 络 中 , F, 是 由 尺度 n 二 2” 的 尺度 
函数 构成 的 小 波 神经 网 络 的 集合 . 

(1) 由 连续 函数 的 逼近 特性 知道 ， 当 小 波 正则 时 ，, 小波 神经 网 络 具有 全 
局 通 近 特性 . 

(2) 从 多 分 辩 率 分 析 知 道 ,， 小波 神 经 网 络 具有 L^ BERE. 

G) 从 小 波 对 Besov 空间 的 刻画 知道 ， 当 小 波 正则 时 , 小 波 神 经 网 络 双 
近 速 度 很 快 . 

4 f(x) € LRD 为 待 估计 的 函数 , 假定 Γ(α) 属于 多 分 辩 率 分 析 V 
Μ 为 足够 大 的 整数 . 则 

FO — 2G eua pur 0. 


S fu GO 为 小 波 神经 网 络 由 训练 数据 ἔν. 确定 的 f OO 的 估计 ， 
Άννα) = δν (x), 
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其 中 Si 由 均 方 误差 

ex Cm = — fu G0? 
的 最 小 化 来 求 得 , 或 者 由 


N 
CMk SRS pm (52 


得 到 . FE, 给 定 训练 列 集 Tw, 24 N -> oo 时 , 小 波 神经 网 络 fn 为 L? 一 
致 的 ， 即 | {Άννι — 0. 


6.4 数字 水 印 


密码 技术 主要 是 研究 如 何 将 机 密 信 息 进 行 特 殊 的 编码 ， 以 形成 不 可 识别 
的 密码 形式 进行 传递 . 随 着 计算 机 和 网 络 通信 技术 的 发 展 与 普及 , 传统 的 信 
息 加 密 更 多 地 向 信息 隐藏 转变 . 信息 加 密 和 信息 隐藏 都 是 为 了 保护 机 密 信息 
的 存储 和 传输 , 使 之 免 遭 敌手 的 破坏 和 攻击 .数字 音像 制品 以 及 其 他 电子 出 
版 物 的 传播 和 交易 变 得 越 来 越 便捷 ， 随 之 而 来 的 侵权 盗版 活动 也 日 益 独 狐 . 
近年 来 数字 产品 的 版 权 纠纷 案件 越 来 越 多 , 其 原因 是 数字 产品 被 无 差别 地 大 
量 复制 成 为 轻而易举 的 事情 . 如 果 没 有 有 效 的 技术 阻止 这 个 势头 ， 必 将 严重 
阻碍 电子 出 版 业 及 计算 机 软件 业 的 发 展 . 随 着 数字 技术 和 因特网 的 发 展 ,各 
种 形式 的 多 媒体 数字 作品 (图 像 、 视 频 、 音 频 等 ) 纷纷 以 网 络 形式 发 表 , 其 版 
权 保护 成 为 一 个 迫切 需要 解决 的 问题 随 着 我 国 经 济 的 发 展 ， 电子 商务 、 网 
上 交易 也 迅速 发 展 起 来 ,数字 水 印 技术 可 以 对 这 些 电 子 服务 提供 保护 . 因 
此 ,数字 水 印 技术 的 发 展 前 景 非常 广阔 . 

数字 水 印 技术 是 指 在 数字 化 的 数据 内 容 中 磐 入 不 明显 的 记号 ,可 以 是 一 
段 文字 、 标识 、 序 列 号 等 . 被 嵌入 的 记号 通常 是 不 可 见 或 不 可 觉察 的 ,但 是 
通过 一 些 计 算 操作 可 以 被 检测 或 者 被 提取 . 水印 与 源 数据 (如 图 像 、 音 频 、 视 
频数 据 ) 紧密 结合 并 隐藏 其 中 , 成 为 源 数据 不 可 分 离 的 一 部 分 . 由 于 数字 水 
印 是 实现 版 权 保护 的 有 效 方法 ,因此 如 今 已 经 成 为 多 媒体 信息 安全 研究 领域 
的 一 个 热点 , 也 是 信息 隐藏 技术 领域 的 重要 分 支 在 数字 水 印 系统 中 ,隐藏 
信息 的 丢失 , 即 意味 着 版 权 信息 的 丢失 ,从 而 也 就 失去 版 权 保 护 的 功能 , 也 
就 是 说 , 这 一 系统 是 失败 的 . 因此 一 般 地 , 数字 水 印 应 具有 如 下 基本 特征 : 

D 可 证 明 性 , 即 水 印 能 够 为 受 版 权 保 护 的 数字 信息 产品 的 归属 提供 完 
全 和 可 靠 的 证 据 . 
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(2) 不 可 感知 性 , 这 包括 水 印 视觉 上 的 不 可 见 性 和 统计 意义 上 的 不 可 恢 
复 性 . 

(3) 顽 健 性 , 即 嵌 人 的 水 印信 息 应 能 够 承受 大 量 信号 处 理 ( 如 图 像 压缩 、 
滤波 、 扫 描 与 复印 等 ), 几何 形变 (如 图 像 旋 转 、 裁 前 、 尺 寸 变化 、 删 除 等 ) 以 
及 恶意 攻击 . 

一 般 地 , 水 印 的 算法 包括 水 印 嵌入 算法 、 水 印 提 取 算 法 或 水 印 检 测算 
法 . 由 于 我 们 的 课程 是 一 个 理论 结合 实践 的 课程 ,所 以 我 们 不 打算 去 介绍 所 
有 的 算法 模型 , 而 只 是 挑 取 其 中 的 一 个 算法 模型 来 简要 地 介绍 数字 水 印 . 比 
如 针对 彩色 图 像 , 其 中 的 一 种 水 印 的 戏 和 人 方法 可 以 按照 下 列 方式 操作 : 


原始 彩 |>| 色 度 || HELL 三 层 的 HL,|> VA, 二 维 小 | 含水 印 
TT ΠΠ TY 
纯度 


在 此 水 印 算法 里 , 首先 通过 小 波 把 图 像 的 色 度 进行 分 解 , 再 对 分 解 后 的 
数据 能 和 人 人 水印， 最 后 把 嵌入 水 印 后 的 数据 利用 小 波 进行 合成 . 

水 印 检测 时 需要 原始 水 印 WW, 但 不 需要 原始 图 像 ， 对待 检测 的 彩色 图 
R, 首先 获得 灰 度 成 分 , 分 出 二 维 小 波 分 解 的 HL,HH 和 LH 的 所 有 系数 
广 ， 然 后 由 水 印 双 和 ”用 某 个 算法 算出 相关 值 , 符合 则 含有 水 印 . 

虽然 我 们 有 水 印 技术 , 但 盗版 还 是 不 断 , 这 就 是 常见 的 水 印 攻击 技术 . 
下 面 列举 7 ἈΠ. 

CD 和 鲁 棒 性 攻击 . 主要 包括 常见 的 各 种 信号 处 理 操作 ,如 图 像 压 缩 、 线 
性 或 非 线 性 滤波 、 倒 加 噪声 、 图像 量化 与 增强 、 图 像 裁 前 、 几 何 失真 、 模 拟 数 
字 转 换 以 及 图 像 的 校正 等 . 

(2) IBM 攻击 . 这 是 针对 可 逆 、 非 讶 水印 算法 而 进行 的 攻击 . 其 原理 如 
F: 设 原 始 图 像 为 I， 加 入 水 印 Wa 后 的 图 像 为 I4 —I--Wa. 攻击 者 首先 生 
成 自己 的 水 印 We, 然后 创建 一 个 伪造 的 原 图 Ip 二 14 Wp, 也 即 

I4—IpcWi;. 

这 就 产生 无 法 分 辨 与 解释 的 情况 . 防止 这 一 攻击 的 有 效 办 法 就 是 研究 不 可 首 
ΚΕΚ ΛΣ. 

(3) StirMark 攻击 . StirMark 是 英国 剑桥 大 学 开发 的 水 印 攻击 软件 , 它 
采用 软件 方法 , 实现 对 水 印 载体 图 像 进行 的 各 种 攻击 ， 从 而 在 水 印 载 体 图 像 
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中 引信 一 定 的 误差 , 可 以 以 水 印 检 测 器 能 否 从 遭受 攻击 的 水 印 载体 中 提取 / 
检测 出 水 印信 息 来 评定 水 印 算 法 抗 攻 击 的 能 力 . 例如 ，StirMark 可 对 水 印 载 
体 进行 重 采样 攻击 , 它 可 模拟 如 下 过 程 中 引入 的 误差 : 首先 把 图 像 用 高 质量 
打印 机 输出 ,然后 再 利用 高 质量 扫描 仪 扫描 ,重新 得 到 其 图 像 . 

(4) 马赛 克 攻 击 . 其 攻击 方法 是 首先 把 图 像 分 割 成 许多 个 小 图 像 , 然后 
将 每 个 小 图 像 放 在 HTML 页 面 上 拼凑 成 一 个 完整 的 图 像 一般 的 Web 浏览 
器 都 可 以 在 组 织 这 些 图 像 时 在 图 像 中 间 不 留任 何 缝隙 ， 并且 使 这 些 图 像 的 整 
体 效果 看 起 来 跟 原 图 一 模 一 样 ， 从 而 使 得 探测 器 无 法 从 中 检测 到 侵权 行为 . 

《5) 串 谋 攻击 . 所 谓 串 谋 攻击 就 是 利用 同一 原始 多 媒体 数据 集合 的 不 同 
水 印信 号 版 本 来 生成 一 个 近似 的 多 媒体 数据 集合 ， 以 逼近 和 恢复 原始 数据 ， 
其 目的 是 使 检测 系统 无 法 在 这 一 近似 的 数据 集合 中 检测 出 水 印信 号 的 存在 . 

(6) 跳跃 攻击 . 跳 幅 攻击 主要 用 于 对 音频 信号 数字 水 印 系统 的 攻击 . 其 
一 般 实现 方法 是 在 音频 信号 上 加 入 一 个 跳 路 信号， 即 首先 将 信号 分 成 500 个 
采样 点 为 一 个 单位 的 数据 块 , 然后 在 每 一 个 数据 块 中 随机 复制 或 删除 一 个 采 
样 点 来 得 到 501 或 499 个 采样 点 的 数据 块 , 然后 将 数据 块 按 原来 顺序 重新 组 
合 起 来 . 实验 表明 , 这 种 改变 对 古典 音乐 信号 数据 也 几乎 感觉 不 到 , 但 是 可 
以 非常 有 效 地 阻止 水 印信 号 的 检测 定位 ， 以 达到 难以 提取 水 印信 号 的 目的 . 
类 似 的 方法 也 可 以 用 来 攻击 图 像 数据 的 数字 水 印 系统 ， 其 实现 方法 也 非常 简 
单 ， 即 只 要 随机 删除 一 定数 量 的 像素 列 ， 然 后 用 另外 的 像素 列 补 齐 即 可 . 该 
方法 虽然 简单 , 但 是 仍然 能 有 效 地 破坏 水 印信 号 存在 的 检验 . 

《7) 法 学 攻击 . 这 种 攻击 方法 跟前 三 种 方法 极为 不 同 ， 比 如 : 现 有 的 或 
将 有 的 关于 版 权 及 数字 信息 所 有 权 的 法 律 , 不 同 于 法 庭 对 于 法 律 条 款 的 不 同 
解释 , 原告 与 被 告 的 信誉 , 攻击 者 质疑 水 印 方案 的 能 力 , 原告 与 被 告 的 财力 ， 
他 们 各 自 能 请 到 的 专家 和 律师 等 . 


» 3 x 


l. 试 着 从 其 他 书 上 找 一 下 Daubechies 小 波 对 应 的 金字 塔 算法 和 它们 对 
应 的 图 解 . 

2. 查 一 下 用 小 波 刻 画 Besov 空间 以 外 的 函数 空间 的 证 明 . 

3. 找 一 下 更 专门 的 用 小 波 来 讲述 图 像 处 理 的 书 和 水 印 的 书 ， 比较 一 下 
水 印 算法 中 所 用 的 小 波 算法 原理 与 图 像 处 理 中 的 相同 与 不 同 之 处 . 
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附录 ”模拟 试卷 


下 面 7 套 试卷 主要 是 考查 学 生 对 小 波及 调和 分 析 基 本 概念 的 掌握 情况 . 


第 一 套 试卷 


(总 分 135 27, AE, 100 分 为 满分 ) 
一 、(45 分 ) 如 果 f(x) € LER), 证 明 : 存在 f, (rz) € SR 使 得 
lf. G2 — Fe) hre —> 0. 

答题 要 点 ”具体 可 如 下 证 明 : 

CD £g fGO € L* OD, 存在 Για} € LOO, 使 得 f£, (GO 的 支 集 含 
于 一 个 中 心 在 原点 、 半 径 为 2” 的 球 中 , BI fu Go — ;ία}]ι —0. (6 分) 

(2) 给 定 f(z) ELR Β f(z) 的 支 集 含 于 一 个 中 心 在 原点 、 半 径 为 
2" 的 球 中 , 证 明 存在 f, C) € SR 使 得 | f£, (4) ale — 0. (15 分 ) 

(3) 综合 上 面 两 点 证 明 : WR f(x) € LO), 那么 存在 fal) € SR) 
使 得 | 六 GO 一 f(z) 上 is — 0. (25 分) 


二 、(45 分 ) itp a) 为 Meyer 小 波 , d Gc)  ἆ ΙΤΕΠ] Daubechies 
小 波 , 且 全 为 张 量 积 小 波 . 8 
ΛΕΣ 
wH: Πο «“-γ-«“ἀ, 那么 


, . “4 n 
n 一 | 一 2T) 
| a? y! | Ον2 Ur Mg ( 


23 27 )" D 


ZARA E SEA PAP 
D REIDI KCNA] DN, VN>0; |z“p(z)dz=o， γος 
am. $ Ιφία) — IgG) = 上 pody M Ipa) =I 1 9) G2. 证明 


97 


M 


调和 分 析 与 小 波 入 门 


Ireo KCN atls, Visssm, N70. (10 49) 
(2) Προ γι, N>n, 那么 
JatlzD Na γε —k |? Ndz L Q-4- Ik. (10) 


(9) 综合 上 面 两 步 证 明 估 计 式 QD. (25 22 
三 、(45 分 ) 对 于 满足 se 十 e 二 PB 一 a WER Me, HERE RA b= 


Diese’ , 满足 如 下 4 个 条 件 : 


Ci) suppb C [α--ε»βη-ε’]; 

Cio οὐ (D -- 6 Qa—8 =l, VEE [a —e;a oe] 

Cli) LHO —1, VEE [a e;B—e' 1]; 

(v) OD {-δ}(2β--Ε)--1, Vee [8 一 s , Bore). 

答题 要 点 “” 按 下 面 步骤 证 明 : 

CD 从 一 个 非 负 侦 函 数 出 发 , 构造 0. CO € C 使 得 在 $< 一 e 时 为 0, 在 


£e NX. (17 32 


(20 


98 


(2) WHE sinb, (£ — a) cosb (€ — (D 满足 上 面 三 条 件 . (28 22 


第 二 套 试卷 


(总 分 120 分 ， 任 选 ，100 分 为 满分 ) 
—. (80 分 ) 如 果 f(x) € LIR"), 证 明 : 28) € LR”). 
答题 要 点 ” 按 如 下 步 又 证 明 : 
COD 如 果 f(z) E€ LICR”) N LCR”), 证 明 
Ε(Ε 1)f=F ΤΕΓ =f, ae. (20 分 ) 
(2) 如 果 f(x) € LIR N LR”), 证 明 ; (D € LR). (20 分 ) 
(3 EERO «Cleles. Vp ESRI. (20 49) 
(4) 根据 对 偶 原理 得 到 , 如果 f(x) € L2(R")， 则 RE € LR). 


分 ) 


二 、(40 分 ) 多 分 辩 率 分 析 
1. 给 出 一 个 正则 的 多 分 辩 率 分 析 的 例子 . (20 分 ) 
2. EHR: 所 给 出 的 多 分 辨 率 分 析 的 例子 符合 正则 的 多 分 辩 率 分 析 的 条 


1t. (20 分 ) 
提示 : 比如 选取 Meyer 小 波 等 . 


第 三 套 试卷 


《开卷 ，150 分 钟 ， 总 分 120 2, 4£3&, 100 分 为 满分 ) 

1. (20 分 ) 不 利用 Hólder 不 等 式 证 明 : WR Cr) gl) € L5, RAR 
积 fagl) 必定 属于 3. 

答题 要 点 C$a—|fl Ifi ble lels. B 2ab a! +i, 9i 
边 积分 就 得 到 所 需要 结论 . 


2. (25 分 ) 如 果 f(z) 二 (1 十 |z|) sgn(x), 那么 存在 f, GO € SR) 
1513 V p — 1 有 | f(x) 一 f(x)|, 一 0. 

答题 要 点 令 x,(x) 为 球 B(0,2”") 上 的 特征 函数 , 令 p(z) € Cg (ΒΟ, 
DO 且 积 分 为 1. 8 gu Gr) —2""o(27z) RE fm 2) =m) * (gm)(z)， 容 
易 验 证 所 有 条 件 . 


3. (45 2) 12 RO 的 一 个 一 阶 正则 多 分 辩 率 分 析 是 L7 R) 的 一 列 单调 
上 升 的 子 空间 V; G ΕΖ), 它们 具有 以 下 性 质 : 

(D. fV; — (0), U V; JELA QUO 中 稠密 ; 

(D YFEL”), Vie 7, fœ) € V; e f(2x0 E Vus 

CW) YFEL R), Vk € Z, fœ) € V, e f(x - Ε νο; 

(ΙΝ) 存在 一 个 函数 g(x) € Vo, 使 得 g(x 一 kK) (ΚΕ z) 是 空间 V 的 
一 组 Riesz 基 ; 

(GO [22g GO | CN(1-- [Ix DN, Vlali i, No 0. 

请 在 维 情形 给 出 一 个 一 阶 正则 多 分 辩 率 分 析 ， 并 逐条 验证 . 

提示 : 先 利用 单位 二 进 方 体 上 的 特征 函数 的 卷 积 的 整 平移 生成 L^. 的 闭 
子 空间 νο, 然后 利用 其 伸缩 得 到 所 需 多 分 辩 率 分 析 , 再 逐 点 验证 性 质 . 


4. (30 分 ) 给 定 1 二 ;二 2, 称 f(x) € Cs WREE xo HBR V. 使 
得 在 此 邻 域内 D^ (κ) 存在 并 且 
[ος (1) —D*f(GplszC|x—xj*!, Vlal-1. 
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» 调和 分 析 与 小 波 入 门 


给 定 和 A==((e,j ,KR):; ες (0,1}"\(0}, j E Z, k € 7), 给 定 2 阶 光滑 的 具有 
紧 支 集 和 2 阶 消失 和 矩 的 正 交 的 张 量 积 小 波 基 ({@$,4}) 6 ipea. 
D d fGO € Ci,， 则 存在 正常 数 Cl 和 正常 数 Cs 使 得 f(x) 的 小 波 系 
数 f$ a (G0 05,4 0) 满足 
f$, οσο, Vj mO, lxo —2k|< C. D 
(2) 反 过 来 , fGO 的 小 波 系数 满足 (D. 那么 f(x) ΕΟ. 
答题 要 点 (1) 对 于 2 阶 光滑 的 具有 紧 支 集 和 2 阶 消失 和 矩 的 正 交 的 张 量 
BUNE (DS a) ejoa 如果 e 尖 0, 那么 存在 一 个 指标 最 小 的 i e; —1, 
那么 
TD (x) =|" e, yt, YE, s**t ση) αν 


是 一 个 3 阶 光滑 的 具有 紧 支 集 和 1 MARERA. 另外 , 记 D 为 对 函数 第 
i, 个 变量 微分 的 算 子 . 于 是 


Fs a= fD) ——27 (Df 22 (b) ix — kb». 
RBURIRHIH AABTEBURIRTE fo € Ci 得 到 所 需 结论 . 
(2) 对 于 函数 f(x) 一 ο) $a 5, GO , HR ία 一 xo | 的 大 小 


lj DEA, 1320, 
把 7 分 成 两 部 分 估计 . 


第 四 套 试卷 


(总 分 120 分 , 任 选 ，100 分 为 满分 , 答 中 基本 点 得 分 ) 
一 、(50 分 ) 邻 [zj] 为 实数 α 的 整数 部 分 ， 
l, WR x, 
sn 人 WMR α <0. 
4 
fG) — (Q4 |z|) loga | α1) σεις 25 |- 1). 
证 明 : 存在 f, C) € SR), 使 得 Υρ 11 fu (4) — Κα}|} — 0. 
答题 要 点 4 Για) Ἢ {Κα} f£ B(O,m 一 [一 az] ΕΜΙΡΗ: 
f. GO = FCE) Bo, (2). (4 分 ) 
则 
100 


十 ce 
1f. Golh ος. (2 十 |z|) log? (2+ | x |) dx 
—2]1og2, 


| ld ο 


选取 oC E SR), Je cod —]l,supppC[—1.1]. 再 令 
pm (TXT)—=mgp (mr), Για) —f.9sG)0. (8 分 ) 
则 
supp fm,n(X) C BC(0,n 二 2m 1). (5 分) 

由 于 

(E) rese |< e) ρα) |< M cts 

κ Cm? 

因此 fuu € SR). (5 3) 

另外 ， 


fna GOD — πα) τμ — y) — f. Ge, dy; (5 22 


Eao, 


由 此 
Μπο ος RP, |f G — ν) — f. GO, φ]ι. (10 22 
yian 


4 fax = foam D, 故 | f(x) — fz), — 0. (5 2) 


二 、(35 分 ) 9 yg GO 为 集合 玉 上 的 特征 函数 ， 
fi x) = X (2€ ,0, 004 £0, 1] GO, νέες Ν. 

WEBB: 

D lAl, =l, Voc px; 

D 不 存在 函数 f(x) M p — 0 EITE f, GO 的 某 个 子 序列 能 够 在 工 ? 
范 数 意 义 下 收敛 到 f(x); 

(9) 在 分 布 意义 下 存在 f(x) 使 得 f(x) 一 fGO. 

答题 要 点 


[i ool^ax-| 


同 理 , 1/400 一 六 (zl —2^ .因此 在 L^ 范 数 意义 下 不 存在 收敛 的 
Cauchy Ji]. (15 分 ) 


Hi&, ὑφία) € SR”), 


dx —1. (5 32 


(25 ,0,-..,0)-H 0,17" 
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n 7| 7o,9Ix] a eO | dx; 


,0,,0-H0,1]" 
又 
|p(z)| | ο. IRD, 


ἐκ|1Ιχ|«“(1Η-|ἑ|}᾽. (45 9) 


三 、(35 3) L' CR') 的 一 个 正 交 多 分 辩 率 分 析 是 LR 的 一 列 单调 上 
升 的 子 空 间 V; GED, CHAA LATEA: 
(1) (V; 7 (0), Ü VÆL 80) 中 稠密 ; 
(1) Vf € L'(Q', Vj € Z, fx) € V; 6 fx) € μι; 
Οἱ) Vf € L'(RD, Vkc Z, x) EV S fixi € Voi 
(ΙΝ) 存在 一 个 函数 gx) € νο, 使 得 g(x 一 Kk) (ΚΕ z) 是 空间 Vo 的 
一 组 正 交 基 . 
请 在 维 情 形 给 出 一 个 简单 的 正 交 多 分 辨 率 分 析 ， 并 逐条 验证 . 
答题 要 点 。 取 g(x) 二 Xro,1y a), 定义 
E Σ)ακεία--Κ): ak € È}, 
keZ 
Vj ={f(2ix): fœ) € Νο). 
V; 自然 是 L? OUO 的 一 列子 空间 .其 中 函数 在 边 长 为 27 的 二 进 方 体 上 为 常 
数 ， 自 然 是 单调 上 升 的 . (9 分) 


f ENV. Fee (0, 一 1)", 则 f 在 2 十 2[0,1J* 上 取 常 数 C。, 且 


c>||flidx> Ὁ cu. 
«€ (0,—1)" 
由 ji 的 任意 性 , Kjo, C, —0, Vec (0, — 1)”. 这 就 是 说 ， f dE 
2/[—1,1]" 上 取 值 0 由 j 的 任意 性 ，f 三 0.(8 分 ) 
由 于 fEL. 令 En 二 {x: | f| 25). Ve >>0，3 N,N ΕΝ, 使 得 


MP | 
| MES 4 R"\N'[—1,1]" 


选取 充分 大 的 整数 πι 使 得 Δ(2Ν'}" Sem’. 对 于 满足 如 下 条 件 的 整数 ， 
--2Ν Lkm? x; 25^ —m |, 


fla e S. 


8 
Eme 7 (x: km ) < f) S G--Dm !) N NT71.1]", 
WEEE TF 已 ,的 有 限 个 二 进 方 体 五 。*， 使 得 
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| E, -U E, ks | < m! 2 3(0T2, 
9 ESY Eme Y Εν» WIESN De. 记 6 为 最 小 二 进 方 体 的 边 
K. 将 N'[ 一 1,1J” 重新 划分 为 二 进 方 体 Q, 的 并 . S x € Q. C Emei 36 
LE f.(x) 二 km ! , 否则 为 0. 于 是 


[UA EL e [rtis 


十 — f, |*dx 
xj. If— f.l 
<E TETAN E mN" 
κε. 
因此 U V; ELIRO 中 稠密 ，(9 分 ) 
伸缩 和 平易 不 变性 由 定义 给 出 . (29) 
(gx Der 生成 Vo, Β. 
I4—4Gg( — k), g — D) ---- - 
故 知 {g(x — K hrer 为 Vo 的 正 交 基 . (733) 


δει. 


第 五 套 试卷 


(总 分 120 Zr, 任 选 ，100 分 为 满分 ) 
一 、(45 分 ) 令 f(x) ELR"), Vp 1. 证 明 : FE fmx) € C? (P) 
N LIR”) 使 得 
lf, G0—f6G0l,—0, Vpol 
FARA Spa) 为 支 集 在 单位 球 内 的 C^ 函数 , 它 的 积分 等 于 1, 8 
φι(α) πε 9 Gx); 
4 y, GO 为 半径 为 ;、 球 心 在 原点 的 球 B(0,s) 上 的 特征 函数 , S 
f, CO = f(x)x, Cx), 
FTE, 当 s 一 十 品 时 有 f,(x) EL 范 数 意 义 下 趋 于 f(x). 令 
Ssa) = f, * p(x), 
TE, tto 时 有 f(x) TEL? 范 数 意 义 下 趋 于 f(x). 
易于 验证 f. € C7 (QU) f) L? , 这 样 我 们 可 以 选取 一 组 特殊 的 收敛 
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序列 使 得 结论 成 立 . 


二 、(30 分 ) 4 xg GO 为 集合 已 上 的 特征 函数 ， 
fe (x) 一 el Txo? 0953390) 0 111 GO, Vk ΕΝ. 
证 明 : 
D aO x10, V1 xe; 
(2) 不 存在 函数 f(x) F p> 0 使 得 存在 fi, GO BUSEAT-T- T PÜBB ETE L^ 
范 数 意义 下 收敛 到 f(x); 
(3) 在 分 布 意义 下 存在 f(x) 使 得 f(x) -> f(x). 
答题 要 点 (1) 可 直接 验证 . 
D 用 反 证 法 . 假设 存在 函数 /(x) 及 存在 f(x) 的 某 个 子 序列 Γι, GO 
(N= 二 1,2,…) 使 得 
| fi, G2 — fol, « 27. 
ATEREA ,0, -,0) 十 [0,1]” 上 有 | fF, GO — Γρ 27. 5 
外 , 我 们 知道 =” ed 3; HR (258 ,0,…,0) 十 [0,1]* 上 的 值 小 于 27N 
C» 0). 
这 就 是 说 , 在 单位 方 体 (2 名 ,0,…,0) 十 [0,11]* 上 有 
IFD | rci oso] Ξε 1— 21. 
从 而 
Ile > Mlfool LUZA ,ο,--- 0,113). 之 5 (1— 2175) — co, 
N3 N3 


ας 11. 
(3 Vex) € SQ, 我 们 知道 
(fx) — € 1 eG) = Grat ο. oo, 1 GO eG). 


而 后 者 的 绝对 值 小 于 27* 1xe GO |l. 趋 于 0. 因此 在 分 布 意义 下 有 
fie 一 el 

三 、(45 分 ) L' (OUO 的 一 个 一 阶 正则 多 分 辩 率 分 析 是 LRO 的 一 列 单 
调 上 升 的 子 空间 V;(j € 2. 它们 具有 以 下 性 质 ， 

(D. 们 Vj 一 {0), U V; 在 L?(R") 中 稠密 ; 

(i) VF€L'(qR5,V;€Z.fooc Vj © f(2x) € Via; 

(lj) Vf € L'(RD, Vkc Z, fO Cc V, oO fx k EV; 

(VO. 存在 一 个 函数 g(x) € νο, 使 得 g(x 一 kK) (κε 7") 是 空间 Vo 的 
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附录 ”模拟 试卷 {{ 
一 组 Riesz ΑΞ; 
(V) [gO KCNA + lDN, V lal i1, N20. 
请 在 维 情形 给 出 一 个 简单 的 一 阶 正则 多 分 辩 率 分 析 ， 并 逐条 验证 . 


答题 要 点 ” 令 χω) 为 单位 方 体 [0,1]j” 上 的 特征 函数 ， 令 g(x) 一 
*xGO,3f$ 


,—(foGD € PR): f(x) = Dee). 
再 利用 伸缩 定义 V;. 然后 逐条 验证 所 定义 的 v, 满足 所 有 条 件 . 


第 六 套 试卷 


(总 分 100 分 ) 

--. (15 分 ) 已 知 g,(x 一 k) (Ck € Z) ELR) 上 > 正则 的 多 分 辩 率 分 
Er ViG—1,2,-,n) 的 一 组 Riesz 基 . 根据 已 知 条 件 , 构造 出 L?(R") 上 的 一 
个 -正则 的 多 分 辩 率 分 析 V ;. 

答题 要 点 4 


v - [fe - IL G2: fi) e vi). 439) 
5--1 
BER, V; 是 一 列 单调 上 升 的 闭 子 空间 . (2 22 
V; 满足 下 面 三 条 件 : 
D ἣν, -{0), Ὁ V; ELRO 中 稠密 ; (2 分) 
(D Vf€ LG»), Vj € Z, fœ) € V; 6 f(2x0 € Viu; (222 
(3 Vf€ L'(R), Vkc Z', f(x) € V, o fak € Ve. (232 
γατα] zx ΕΒ", g= ΠΠ eG. gix—I) (ke z”) 
5 一 1 
是 空间 Vo 的 一 组 Riesz 基 . (3 分 ) 
Big, GO 是 7 正则 的 推出 g(x) 是 > 正则 的 . (2 分) 


二 、(15 分 ) BAV G € D E L' OO 的 一 组 正 交 多 分 辩 率 分 析 , W= 
Via QV;. BAY --ἆλλιεσ 是 Wo 的 一 组 正 交 基 , 证 明 : (9, (235, zez 
是 L^ (R) 中 的 一 组 正 交 基 . 

答题 要 点 ”由 于 (ylx 一 有 ))iez 是 Wo 的 一 组 正 交 基 , 因此 固定 j € 7, 
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δ) wesesaan 


ld, ε(α)λκεζ ÆW, 的 一 组 正 交 基 , (3 分 ) 

若 7 >7G < 去 7 的 情况 同样 考虑 ), IWA pra) € Vra C Vj. 由 于 
V; GO € Via OV; Bib prr GO IEXCT gj GO) (3 3). 

这 就 是 说 ，{W ez)) rez ELR 的 一 组 正 交 函数 系 .〈3 分 ) 


Vus -ῷ W 492, V; 的 单调 性 (1 分 ) U V, 在 L?(R) 中 稠密 


AA), Apane 的 线性 组 合 在 LR 中 稠密 (2 分 )， 从 而 
(φ;.ε(α}};,εεα Ἡ LR 中 的 一 组 正 交 基 (1 22. 


三 、(40 分 ) βάθος 1«ῤιᾳοο. 我们 称 f(x) € By?，, 如 果 存 在 
fj(x) GEN Alej) € P 满足 条 件 
lafl x: e;204 cox lal D 
使 得 f(x) = lim f; Go. 4 (5,0) «jo e4 EL? R) 的 一 组 正则 的 正 交 


A. 对 于 函数 EGO 一 > at4654,00, id 
(ej. DEA 
c 7908-9 (D laale)’. 
试 证 明 : g(x) € Bg? 等 价 于 {rj} EL. 
答题 要 点 ^ gj =f; fj: 则 f=fo 十 go 十 gi 十 …. 如 果 f(x) € 
By*, 那么 


Yi 


lg; lp S Ce; 十 es)20427 ([]α|--1), 
[6; |» < (Ce tem). G 22 

WF ;—0, 那么 运用 Holder 不 等 式 有 

D lagal ΣΙ δα) 


« DSI 1er — 1o] às (ier —1)1ax)^ 
«c«Irool^ 27 |Φ-(α-- k) | dx 
«c| lf ^àx. 

dn } 5-0, 令 ΙΦ1 (κ) -人 Bl(y)dy. 分 三 种 情况 . 令 


a$3! — fo 54 (X) =—2 3 (f 69 ix — kb», 
于 是 
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me a sm I 


2 lax |? <2 2-2 Σε! fol | O99 ZAX — D? « Cet 
k 
4 


— xj» 
at, — Gy $400) ——2 1 (Gr (169 x — K), 
于 是 
之 lat |^ 23 IT O65) 2x — Kk) |? 


— —3£ 
« C(ey Hepy)? 2207970 DI 


Bo«j«j.4 
x G0) 921 Gy x — Κ)), 


ae (ει 5. 
于 是 
之 las |? «c 22 2|; (ix —k)) |? 


< Cle; cea)? 2 25 ap, (9 4) 

由 于 a5, —at4! 十 24 a5 A+ Dash» 1 对 于 7 >00, 有 
23 

Sial <D las x c2 D 1494 


0O< <j 
0310317 
k 750 


) 


) 


选取 充分 小 的 正 数 8$,， 有 
之 Lo | af, 
TC 280΄-ῃ 3 |? 


jj 
o 
«C 2) εὖ (1-2 Hep) 


ΡΕ D CP CY lagh? 


0 I 


十 C» je g0-:-$ Haes)’ . 
ji 


从 而 有 
1,4, = 91246H- P(Xla, 1n) 
1550 


3 
"PUB! E - 
« C» 2268 »( Σ εὐ 209 PEG ΣΡ 


3550 o< <j 
1 1 P 
+c), 2ja(st2—$) ( > Je 多 24 3 22K G- pj )’ . 0632 
1550 ji 
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如 果 g « p. 那么 有 
Lpg < CM gatai δ) ε 5 08 -þa g’ 


3550 2 <j” 
HCM giti- P3 205b Dpat gj 
3550 jj 
< ΟΣ) εὖ 90-2 λα)’ 2, 2 一 a-— 2j 
150 jay 
+ CD ep2 $u Ὁ) 2 
7550 ες)’ 
«C». (5 分 ) 
790 


WR q — p. pda δ΄, Β 
pa S ΟΣ) να D) Σ εὖ 202 te) gt gj 


4330 MS 
ΟΣ gat- D Me 2 58- gt D λα)’ 
3520 jj 
«C» 20— iy )gj' » 2 一 (sy )gj 
了 0 je 
q,9C 2 sj! (sp Boy )9gj 
十 RT 25b P 2 
«Ce. P3) 
13550 


RIK, $ 


一 


(ull p 
ej =p D laal) ει(α)- D] at,054GO0; 
ek (ει ΕΛ 
M f—go--gic--.HVlal—1. 有 


larg; la 28 (X lasal large — Kl) ax] 
ek 
(3.1 1 
« C2XG-» ( Σ CARK Lei, 
ek 
i ; P 1 
A la al [B ix — 10 |) dx |" 


jd- 1; 
<C (27 PÒD laal)? < 
Vjml4f;3- » gj(x). 令 


-]- 


“i= 


ej2 9. (5 2) 


ος Il1 
— —j. 2... ja- 
A is, =De, 
AU jj 


TJÉéGlbG) eB dog. FÆ EL x 
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If—fily, <r}, l|efec, 
故 f(x) € By*. (5 分 ) 
四 、(15 分 ) 证 明 : 3E f, 7 € L' CR, 那么 
F3(DG)—fGO, aex ER., 
SAZA AEDO, g(x) =r gd, 4 g, (x) =i"g (£) ， 则 有 
Or [e 3^" et Papa = 77 |[e7 5^" ee fy) de dy 
Σο. E dy 
—g,* fx). (5 分) 


ΠΈΛΕΙ, 由 单位 逼近 有 
lim] g, *f— fli-0. 422 


HFF ELR), 由 控制 收敛 定理 有 
lim (2r) [e74 er Pd = (2m) [e*t fadt 


—FQo0. (4 分 ) 
FE, 得 到 | f(x) — F? 0o Gol; 一 0, 由 此 而 得 所 需 结论 ，(2 9) 


五 、(15 分 ) 假设 € L' N L^, 利用 上 面 第 四 题 的 结论 证 明 ; 
πα πο» 


τν BDSICeLUÜ NL, HAS gO MORGE) RTF L.. 
(2 分 ) 
于 是 ， 由 Fourier 变换 的 逆 定 理 有 


[ire oo lta στο 
- [FA GG gD f * g GOdx 
— Qu [GG * g0) G0 Εκ BDC) dx 
— Q7 |GG * G0 FG * ερ adx 
= (2| | PRUE) l*àx. (8 分 ) 
由 于 ||fx gCx)1?dx -- []/ω}|7ἀκ, mu [1260808 |*àx 收敛 于 
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一 个 有 界 量 , 这 导致 | | 了 x) dx 有 界 ，(2 分 ) 
又 有 |1 了 C8G&) | de [1760 l*dx. (2 分 ) 


于 是 , 有 | | fC [τὰς G7 [1260 lde. (分) 


第 七 套 试卷 


(总 分 100 分 ) 

一 、(30 分 ) 给 定 0 二 ;二 1, 称 f(x) € CS, αὐ), WREE xo 的 邻 域 
Vo, 使 得 

| £G0 fx SK Clx xl. 
REAS {CE jk): eE (0,17N0),; EZ, ΚΕ Z), 给 定 2 阶 光滑 的 具有 
紧 支 集 的 正 交 Daubechies /]jNAE (5,4) cj,we4. 于 是 , 对 于 连续 函数 f(x)， 
小 波 系数 f$. (£00 05, G0 有 定义 , 且 在 磨 光滑 函数 的 分 布 意义 下 等 式 
f(x) = DS 5404 0 

成 立 . 如 果 给 定 jx。， ΠΛΑΝΑ” D fiai € Co R, 


Li) JE 
证 明 : 
CD d fGO € Ο RO, 则 存在 正常 数 C1 和 正常 数 Cz 使 得 f(x) 的 小 
波 系数 fa. (G0 05,4 G0) 满足 
(SSKP, Vj m OC, [xy — 23k | C; © 
D 反 过 来 , SO 的 小 波 系数 满足 OD, 那么 f(x) € C; R. 
答题 要 点 (C) 对 于 Daubechies 小 波 基 , 存在 正常 数 Cl 和 正常 数 C; 使 
得 Vj >G, [xo — 27k] <C, fi suppõs GO CVn. 于 是 
ο... (f(x) ,Dix (x)) = (f(x) — f(2k) „P5, (x)). 
从 而 . 
Ifsal« [1x 27x22 d+ |x — 2k | "dx « C269, 
D RAR, A= D f$406$4G0 € GLO. 8 
e ΚΟ, k 
[x —xo| t 27» —2|x— xl, 
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则 由 @ 式 有 
lfaGo—faGDlx ΣῚ  df$ulXdots,G00l- 165, Qo |) 
e Ciis: k 
« C|x—x,l*. 


由 O 式 和 小 波 的 光滑 性 ， 有 
[fs —fs(xol« — 2;  |f£$alle$4 GO —95,4 Gl 


e Ο.-«-)Ἕζ)ο» k 
«Clx—x,l:. 


二 、(15 3) 9 f(x) € L'(QRO, Vp» 1, 那么 


li | Ρὰχ —0. 
Jm 2r Kija |f) |*dx =0 


证 明 : 存在 fma) € SRO E V p 51, 有 | Κα) — {αλ — 0. 
答题 要 点 $ fn(x) 一 f(x) liz. f(x) € L? 导出 对 于 任意 的 s, 存 
在 和 使 得 
IA — ναί, 5- 


对 于 具有 紧 支 集 的 光滑 磨 光 子 o), 我 们 知道 fn * 9,00 € SR) H 
[Εν * e, G0 — fu GO], — 0, 
从 而 可 以 选取 特殊 的 io 使 得 f, 一 fn * e, G0 € SRH 
|f, G0 — fu GO], — 0. 


=, (15 9) ἃ yc GO 为 集合 五 上 的 特征 函数 ， 
filx) Ξε}! -χῳρο,..ογιτοιγ(χ);, ΥΕΝ. 
证 明 : 在 分 布 意义 下 Για) — etl. 
答题 要 点 Vex) € SR), 我 们 有 
κα) — etl eG» | <Í, 


另 一 方面 , 我 们 知道 


2€. ,00)+[o,1]" | eGO | dx. 


P 0,--,0)-H0,1]" | pœ) | dx < z* lep l — 0. 


四 、(40 22 4 yp GO 为 区 间 [a,6] 上 的 特征 函数 ， 
g(Z) =y% £)» Αα) —Xto,l3 (x) 一 Xil. Cz). 


Vi EZ, k € Z, 我 们 记 hjal) = 22h(2iz)， 试 按 如 下 顺序 证 明 
(Ajo jez, kez 为 L:(R) 上 的 正 交 基 ， 
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D V= {2 € Go. D= D agah) WER: gaH hez 
kEZ 
为 Vo 的 一 组 正 交 基 ; 
(2) 由 如 下 的 伸缩 关系 定义 全: 
Vf € LR), VI € Z, f(r) € Vj € f(x) € Vin,» Q 
证 明 : ἢ V; — (0), U V; ZEL'QRO 中 稠密 ; 
D 4W,-[fG € Lao. fe) — J ahlak). EH: V FG) 
kcz 
€ Vi, 存在 所 (zx) € Vo, FG) € Wo ff Ε(α) =F (e) +F: GO. Gn: 
g (2a) 可 以 表示 成 g 一 k) 和 h(x 一) 的 线性 组 合 . ) 
答题 要 点 (1) 由 于 对 于 不 同 的 ,函数 g(z 一) 的 支 集 不 同 ， 所 以 
{g(x —k) hrez 正 交 . 又 由 于 {g(x 一 &)}iez 生成 Vo, ἡκία(α--ἔλλεεα Ἢ Vo 
的 正 交 基 . 
(2) 由 (V; —(0) 知 , 坐标 轴 左 右 两 边 的 任意 二 进 区 间 上 为 常数 ,再 由 
L? 有 界 性 知 ,此 常数 只 可 能 为 0. 
L2(R) 中 的 函数 均 可 由 有 限 个 二 进 区 间 上 的 特征 函数 所 逼近 , 因此 
Ü Vj 在 L?(R) 中 稠密 
(3) gr) 和 g(2z 一 1) 分 别 可 以 表示 成 g(x 一 8) 和 h(x 一 &) 的 线性 


组 合 , 由 此 导出 VF) € γι, 存在 Fi (x) € Νο, Εχ(α) € W, 使 得 
F(z)=F (zr) +F; (zr). 
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